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El sueño de Pitágoras

De la Aritmética elemental a la

Geometrı́a no conmutativa

Pascual Jara Mart́ınez

.

Excmo. y Magfco. Rector de la Universidad de Granada

Excmo. Sr. Presidente de la Academia de Ciencias Matemáticas,

Fı́sico–Quı́micas y Naturales

Excmos. e Ilmos. Sra. y Sres. Académicos

Sras. y Sres.

Una Academia de Ciencias, como en la que nos encontra-

mos, se distingue porque todos y cada uno de sus miembros rinde

culto y tributo a la Ciencia. Pero, ¿qué es La Ciencia?

Parece que es comúnmente admitido que “La Ciencia” es

el conjunto de disciplinas que estudian las leyes que rigen nues-

tro Universo, que sirve de ayuda para comprender el Mundo, y en

cierto modo, para dirigir nuestras acciones en nuestro propio pro-

vecho.

Desde los tiempos más remotos el hombre se ha esforzado
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por conseguir un catálogo de leyes que rijan La Naturaleza y su

entorno. En su origen ha sido ésta una labor empı́rica, y la base de

una ciencia primitiva o de una protociencia. La verdadera Cien-

cia, la ciencia con mayúsculas, nace cuando se comienzan a hacer

deducciones e inferencias a partir de estas leyes empı́ricas, para

ası́ obtener predicciones que ayuden al ser humano en su desa-

rrollo.

El hombre pronto observó una cierta regularidad en deter-

minados fenómenos; y fue para entender estas regularidades para

lo que comenzó a proponer y desarrollar teorı́as capaces de expli-

carlas. Algunas de estas teorı́as han perdurado en el tiempo hasta

nuestros dı́as, y otras, las más, se han mostrado ineficaces y han

quedado en el olvido. En este proceso de desarrollo nace una de

las ciencias: “La Matemática”.

Desde sus inicios La Matemática trata de establecer, de for-

ma precisa:

(1) los conceptos con los que operar y trabajar, estos no son sino

los hechos evidentes que ha observado el hombre en la Natu-

raleza, y

(2) las reglas de inferencia a utilizar para obtener, a partir de ellos,

verdades universales.

El arquetipo de esta matemática primitiva es la matemática griega

tal y como la concibieron Thales de Mileto (624 a. C. – 547 a. C.) y

Pitágoras de Samos (569 a. C. – 475 a. C.). El primero más centrado

en la Geometrı́a y en las propiedades de las figuras geométricas, y
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el segundo tratando de buscar la fundamentación de la Matemáti-

ca, y hasta del Universo, en el concepto de número.

La Matemática, como cualquier otra actividad humana ne-

cesita de actores: los matemáticos.





1 ¿Qué es lo que hacen los

matemáticos?

Sin duda, si hacemos una encuesta a los transeúntes en la

vı́a pública, obtenemos como respuesta que los matemáticos se

dedican a tratar con números, por lo tanto a contar; pero no es-

tarı́amos haciendo honor a la verdad, pues los matemáticos se de-

dican a otros muchos aspectos de la Matemática.

En la Naturaleza muchos animales, amén de los matemáti-

cos, saben contar, si bien no son un prodigio de destreza como la

siguiente anécdota, tomada del libro Mathematical Circles, vol. 1

de Howard W. Eves, muestra:

En una granja abandonada vivı́a una pareja de cuervos. Un

dı́a un muchacho entró en ella, provocando que los cuervos huye-

sen, refugiándose éstos en un árbol próximo. Cuando el muchacho

abandonó la granja los cuervos volvieron a su hogar.

Otro dı́a fueron dos los muchachos, los cuervos abandona-

ron nuevamente el lugar posándose en el árbol; salió un muchacho

y los cuervos se mantuvieron en el árbol; sólo al salir el segundo mu-

chacho los cuervos volvieron.

Otro dı́a tres fueron los chicos que entraron en la granja ahu-

5
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yentando a los cuervos; salió el primero y los cuervos permanecieron

en el árbol; salió el segundo y lo mismo; cuando salió el tercero los

cuervos regresaron. Lo mismo ocurrió cuando fueron cuatro los mu-

chachos.

Un poco inquietos, y llenos de dudas y preguntas, los mucha-

chos, a la sazón cientı́ficos en ciernes, llamaron a un quinto amigo.

Repitieron el proceso, pero esta vez los cuervos entraron al salir el

cuarto. Conclusión, los cuervos cuentan: uno, dos, tres, muchos. Es

decir, no distinguen entre el cuatro y el cinco.

Esta forma de contar también es propia de algunas tribus

primitivas. En las sociedades humanas pronto se vio la necesidad

de contar más allá de tres, fundamentalmente como consecuencia

de una actividad humana fundamental: el comercio o el intercam-

bio de productos. Además, el desarrollo del comercio hizo necesa-

ria la escritura y por tanto la graf́ıa de los números: un trazo signifi-

caba una unidad; un trazo más grueso o más elaborado, un grupo

de unidades; otros trazos significaban a su vez grupos de grupos

de unidades. Comienza ahora el matemático a desarrollar su la-

bor: necesita crear un modelo en el que se puedan representar los

números que usualmente utiliza. Esto es algo que los cuervos de

nuestro cuento no han podido aún hacer. En una segunda etapa el

matemático deberá ampliar este modelo para poder realizar ope-

raciones elementales como la suma de números enteros positivos

o el manejo de fracciones.

Los primeros vestigios de este temprano quehacer matemáti-

co se remontan a la época egipcia. El Papiro de Ahmes, o Papiro de

Rhind, (1630 a. C.), contiene el siguiente problema: una cantidad,
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su 1/7, su totalidad asciende a 19.

¿Qué nos está preguntando el escriba Ahmes? Traducido al

lenguaje actual serı́a: Una cantidad más 1/7 de la misma suman 19,

halla esa cantidad.

El mismo papiro contiene una solución a este problema: Si

se toma como cantidad 7 obtendrı́amos (7 + 7/7 = 8), como tene-

mos que alcanzar 19, escribimos 19 en términos de 8, esto es,

19 = 2× 8 +
1
4
× 8 +

1
8
× 8 = (2 +

1
4
+

1
8
)× 8.

Entonces la solución es (2 + 1
4 + 1

8)× 7. Finalmente en el papiro se

comprueba que en efecto ésta es una solución al problema. Obser-

vamos que el papiro de Ahmes ya utilizaba el método de la regula

falsi para resolver problemas aritméticos.

Este es un t́ıpico ejemplo del quehacer matemático: el es-

tudio del modelo como un fin en sı́ mismo. Para el escriba que

redactó el Papiro de Ahmes las cantidades que maneja no tienen

un significado en la vida real; pueden referirse a una pieza de te-

la; a una extensión de tierra, etc.; son sólo abstracciones: partes

inherentes al modelo creado.

Existen muchos otros ejemplos de la civilización egipcia y

de otras como la mesopotámica, de la que se ha conservado ma-

yor cantidad de documentos al estar éstos escritos en tablillas de

arcilla en vez de en papiros. Veamos un ejemplo encontrado en

una de estas tablillas: halla el lado de un cuadrado para el que su

área menos el lado es igual a 14.30. En este caso 14.30 es un núme-

ro sexagesimal, expresado en base sesenta; la “unidad” es 30, y la

“decena” es 14.
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Traducido al lenguaje y sistema de numeración actual de lo

que se trata es de resolver la ecuación: X 2−X = 870. Para la resolu-

ción de esta ecuación conocemos el algoritmo que nos enseñaron

en la escuela.

X =
1±
√

1 + 4× 870
2

=
1± 59

2
=

{
1+59

2 = 30
1−59

2 = −29

Despreciamos la raı́z negativa.

En la tablilla mencionada la resolución, en sexagesimal, es

como sigue:

(1) Se calcula un cuadrado próximo a 14.30,00; en este caso se

agrega 0,15 que es el cuadrado de la mitad de 1, y se obtie-

ne 14.30,15. (Aquı́, por simplicidad, hemos mantenido “,” para

separar la parte decimal.)

(2) Se tiene que 14.30,15 es el cuadrado de 29,30. (Esto se conoce,

seguramente, haciendo uso de tablas.)

(3) La solución se obtiene sumando a este último número la mitad

de 1, que es 0,30, y por tanto el valor del lado es 30,00.

Ni los egipcios ni los mesopotámicos empleaban nuestro

sistema de numeración decimal, por lo que todos estos cálculos

originalmente tenı́an una complejidad mucho mayor de la que

aquı́ se señala. El sistema de numeración decimal se introduce en

la India y es traı́do a Europa por los árabes a través de España en

el siglo XII. Con su uso se arrumban los sistemas de numeración

que habı́an sido utilizados en Oriente Medio, Grecia, Roma, y en

Europa durante la baja Edad Media.
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La causa para la introducción de este nuevo sistema de nu-

meración hay que buscarla nuevamente en el desarrollo del co-

mercio producido a partir de los siglos XII y XIII y, por tanto, en la

necesidad de manejar grandes números y hacer operaciones con

ellos. La generalización en Europa del uso de los números “indo-

arábigos” y del “sistema decimal de numeración” se debe en parte

a la obra de Leonardo de Pisa (Fibonacci), quien en 1202 escribe

un manual de Aritmética para este nuevo sistema: Liber abaci.

Pero aún serı́an necesarios dos nuevos inventos para com-

pletar el sistema decimal de numeración tal y como lo conocemos

hoy en dı́a. Uno es el cero, cuya introducción podemos atribuir a

Fibonacci, y otro es el uso de números negativos y la notación al-

gebraica actual, que se remonta al Renacimiento (Francisco Vieta

(1540-1603)).

Debemos reflexionar sobre el largo camino que ha seguido

la Humanidad hasta llegar a consolidar el sistema de numeración

que actualmente utilizamos; sistema que sólo hacia finales del si-

glo XVI adopta la forma actual. A este respecto podemos citar la

célebre frase de L. Kronecker: “Dios creó los números naturales, el

resto es trabajo del hombre”. En realidad, aunque esto hubiese sido

ası́, creo que a Dios se le olvidó decirle al hombre al principio de

la historia, que Él ya habı́a creado los números naturales, porque

como hemos observado su descubrimiento le ha llevado a éste un

largo periodo de tiempo.

La evolución que tan brevemente hemos descrito de los sis-

temas de numeración nos lleva a la tercera labor del matemático:

la transferencia tecnológica. Sin ésta la Matemática quedarı́a es-
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tancada, muerta: serı́a un erial vacı́o. Es la necesidad de resolver

problemas la que hace posible la modificación de los viejos mode-

los; su progresiva adaptación, y superación y la aparición de otros

nuevos más poderosos y completos.

En resumen, a la pregunta ¿qué hace un matemático? pode-

mos dar como respuesta:

(1) Crea un modelo abstracto de un fenómeno f́ısico, social, de la

naturaleza o simplemente de alguna parte de la Matemática u

otra ciencia.

(2) Estudia el modelo en sı́ mismo, creando nuevos conocimien-

tos mediante la demostración de teoremas y resultados inhe-

rentes al mismo.

(3) Trasfiere estos resultados a otras ciencias o a la propia Ma-

temática.

Hay en todo este proceso una fuerza vital: la necesidad de

conocer, la curiosidad del cient́ıfico que le lleva a plantearse conti-

nuamente nuevos problemas y nuevas cuestiones. Curiosidad pro-

vocada en parte por la frustración al saber la imposibilidad real de

aplicar cualquier modelo matemático desarrollado para dar solu-

ción a los fenómenos estudiados, y en parte por la imperiosa ne-

cesidad de tratar de controlar estos fenómenos.

Los tres puntos anteriores son de la mayor relevancia para

los matemáticos. Unos abordarán uno de estos puntos, otros dos,

raramente algún matemático abordará los tres, y la mayor parte de

los matemáticos no abordará nunca ninguno de ellos.
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Veamos la siguiente anécdota, atribuida a Pitágoras, que tie-

ne que ver con el punto dos antes mencionado. La escuela pitagóri-

ca ansiaba poder desarrollar un sistema basado en la lógica, y des-

cribir toda la naturaleza a partir del concepto de número. Un núme-

ro era un entero positivo: 1, 2, 3, etc., o una fracción de un número

entero: 1
2 , 2

3 , etc. Como más adelante veremos, la matemática grie-

ga era fundamentalmente geométrica. Una unidad era una lon-

gitud prefijada, y la acumulación de unidades, o sus partes, los

números. Hoy en dı́a es elemental imaginar un cuadrado, como

lo es trazar sus diagonales. Y hete aquı́ que nos encontramos con

un número, a la sazón la longitud de la diagonal. Si el cuadrado tie-

ne lado igual a 1, el valor de la diagonal, haciendo uso del Teorema

de Pitágoras, es
√

1 + 1 =
√

2. Siendo éste un número inconmen-

surable: no se puede medir. Está claro que el modelo de Pitágoras

hace aguas; es necesario pues reformularlo para que dé respuesta

al problema que plantean los números incomensurables1.

¿Cómo solucionar el problema que plantean los incomen-

surables? Este problema es tratado, con posterioridad a Pitágo-

ras, por Platón2 en sus Diálogos. Se atribuye a Teodoro de Cire-

1De Pitágoras (Samos, 569 a. C. – Metaponto, 475 a. C.) se cuenta que habiendo des-
cubierto que la diagonal de un cuadrado era incomensurable, y dada la pretensión de
explicar todo a partir de los números, prohibió a sus discı́pulos divulgar este hecho; lla-
mando a los números irracionales los números malditos. Uno de sus discı́pulos, Hippa-
sion, no supo mantener el secreto, lo que le llevó a ser ajusticiado por sus compañeros.
Unos dicen que estrangulándolo, otros que enterrándolo vivo, otros que arrojándolo en
alta mar para que se ahogase; en todo caso lo que sı́ es cierto es que Hippasion fue la
primera baja en el muy honorable cuerpo de los matemáticos.

Pitágoras trató de llevar sus ideas al terreno poĺıtico, lo que chocó frontalmente
con la autoridad constituida, siendo expulsado de la ciudad (Crotona en Italia); de
alĺı llegó a Metaponto donde se dejó morir de hambre. Las ideas de Pitágoras fueron
comunicadas por sus discı́pulos, y posteriormente introducidas en Atenas por Platón.

2Platón (Atenas, 429 a. C. – 347 a. C.)
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ne (Cirene, 465 a. C. – 398 a. C.), pitagórico y maestro de Platón,

la prueba de la irracionalidad de las raı́ces cuadradas de los ente-

ros no cuadrados de 2 a 17. Pero para dar una respuesta general

se necesitará aún completar el modelo de la Aritmética Elemental.

Será necesario introducir los números primos y probar el Teorema

de Fundamental de la Aritmética: “todo número entero positivo es,

de forma única, un producto de enteros primos” 3 4. Resultados que

aparecen en Euclides.

Sobre el tercer punto de la lista anterior existen multitud

de anécdotas. A modo de ejemplo veamos la siguiente atribuida

a Thales de Mileto5.

Un dı́a, cuando aún era pobre, Thales estaba conversando

con un amigo, tan pobre como él, que estaba de paso en la ciudad.

— La vida es dura para un hombre pobre en este mundo —

dijo el amigo—. Y si uno nace pobre, será pobre toda la vida.

— No necesariamente — repuso Thales. — Estoy seguro de

que si se lo propone y si se empeña en ello, un hombre pobre puede

convertirse en un hombre rico.

— Esto es más fácil de decir que de hacer — contestó el amigo.

— Y no creo en absoluto que eso que dices sea posible llevarlo a la

práctica.

— Te digo que — dijo Thales — cuando vuelvas a visitarme

dentro de seis meses, te probaré que esto es realmente sencillo. ¡En-

3James R. Choike (1980). Theodorus’ Irrationality Proofs. The Two-Year College
Mathematics Journal.

4James Gow (1884). A Short History of Greek Mathematics. University Press.
5Thales de Mileto (624 a. C. – 547 a. C.). filósofo, cient́ıfico, matemático, ingeniero.
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tonces seré rico!

Cuando seis meses después el amigo de Thales volvió a visi-

tarlo, se quedó atónito al encontrarse con que Thales era en efecto

un hombre rico; más rico que muchos de sus conciudadanos. Por

eso le preguntó con gran admiración, ¿cómo has conseguido esta

fortuna? A lo que Thales respondió.

— Querido amigo, quiero darte a conocer cómo un hombre

pobre puede convertirse en un hombre rico si se dedica a ello con

ahı́nco.

— Muy bien amigo, dime ¿cómo lo has hecho? — respondió el

amigo.

— Es muy simple — respondió Thales. Previendo que iba a

haber una gran cosecha de aceitunas, compré todas las prensas de

la región. Cuando llegó el momento de la recogida y del prensado

de la cosecha, yo era el único que disponı́a de prensas para procesar

las aceitunas. Gran parte de mis riquezas provienen del alquiler de

las prensas que tan necesarias eran en ese momento. Observa, como

te prometı́, que es muy fácil hacerse rico si realmente te dedicas a

pensar en ello.





2 Euclides. La creación de un modelo

abstracto

Es a Platón a quien se debe el primer giro hacia la abstrac-

ción y la creación de modelos al plantear que los objetos que es-

tudia la Matemática son objetos ideales, y por lo tanto, no tienen

nada que ver con los objetos de uso cotidiano. Al vivir estos obje-

tos en un mundo ideal, sus relaciones son también ideales, y por

lo tanto alejadas de las posibles perturbaciones ocasionadas por

los objetos del mundo real.

Esta forma de pensar la Matemática como la disciplina que

estudia objetos ideales ha sido fundamental a lo largo de la His-

toria de la Humanidad, si bien no ha sido realmente entendida,

como vamos a tratar de mostrar, sino hasta tiempos muy recien-

tes con la aparición de las teorı́as axiomáticas, y con el auge de las

estructuras y las distintas modelizaciones de escenarios reales.

En este contexto surge el problema de ¿qué es la verdad ma-

temática? Para entender este concepto tenemos que tener presen-

te donde están los objetos matemáticos y qué son. Al ser objetos

ideales la veracidad de una afirmación sólo afecta a éstos. Además,

esta veracidad debe ser universal, no sujeta a subjetividades; se

suele decir que la verdad en la Matemática no entiende de ma-

15
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yorı́as. Veremos que existen afirmaciones que son independientes

del sistema de axiomas, y que por lo tanto, admitir la veracidad

de tales afirmaciones, o de sus contrarias, va a ser una elección

subjetiva propia del individuo que desarrolla la teorı́a, quien ob-

tendrá en cada caso un modelo distinto.

No era ésta, evidentemente, la preocupación de los antiguos

matemáticos griegos, más interesados en obtener respuestas del

único mundo que conocı́an y para el que construyeron un único

modelo matemático. Antes al contrario, ellos buscaban verdades

universales que incorporaban a su modelo como axiomas y prin-

cipios básicos. Asimismo buscaron las reglas de inferencia nece-

sarias para manejar estos principios básicos. Cabe destacar como

elemento decisivo para el desarrollo de esta Matemática que nun-

ca la comprobación directa de casos particulares ni el que el resulta-

do pareciese evidente, dadas las circunstancias ambientales, sirvie-

ron para determinar la veracidad de una afirmación. Algo que aún

hoy en dı́a nos esforzamos en señalar a aquéllos que se acercan a

esta Ciencia.

Un ejemplo de verdad universal en la Matemática es que
√

2 es un número irracional, consecuencia de los principios bási-

cos de la Aritmética de los números naturales. También lo es el

teorema de Pitágoras cuando tratamos de la Geometrı́a eucĺıdea;

teorema este último que sin embargo no es cierto si trabajamos en

una Geometrı́a no eucĺıdea.

En la Matemática los avances son continuos; gran núme-

ro de matemáticos han trabajado y trabajan en su desarrollo; sin

embargo hay momentos en los que una persona o un grupo de
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personas produce un cambio en el paradigma que condiciona los

desarrollos futuros. El primer cambio significativo en este sentido,

en la Historia de la Matemática, se debe a Euclides1.

Euclides establece la Geometrı́a eucĺıdea; modelo de lo que

posteriormente será una teorı́a matemática. Basa la misma en un

reducido número de definiciones, postulados y axiomas, a partir

de los cuales trata de deducir los resultados o proposiciones de un

modelo de geometrı́a compatible con la geometrı́a real que obser-

va. La obra de Euclides se publica en trece libros, y ha sido utilizada

en la enseñanza de la Matemática hasta fechas recientes; siendo la

obra más editada después de la Biblia. Ha servido de modelo, tan-

to en Astronomı́a, en el modelo cosmológico de Johannes Kepler2,

como en la Ética de Spinoza3, escrita en la forma de definiciones,

axiomas, teoremas y corolarios, como en la filosof́ıa del Leviatan

de Thomas Hobbes4.

1Euclides de Alejandrı́a (325 a. C.-265 a. C.). Autor de “Los Elementos”, vivió durante
el reinado de Ptolomeo I Soter (“el Salvador”).

2Johannes Kepler (Weil der Stadt (Alemania), 1571 – Regensburg (Alemania), 1630).
Astrónomo alemán que descubrió las leyes del movimiento planetario: (1) los planetas
se mueven en órbitas eĺıpticas, con el Sol en uno de los focos; (2) el tiempo necesario
para recorrer un arco en la órbita de un planeta es proporcional al área del sector entre
el cuerpo central y ese arco; (3) existe una relación entre el cuadrado de los tiempos de
los periodos de los planetas y el cubo de los radios de sus órbitas.

3Baruch o Benedictus de Spinoza (Amsterdam (Holanda), 1632 – La Haya (Holan-
da), 1677). Judı́o de origen sefardı́. Autor de Ethica, “Ethica ordine geometrico demons-
trata”.

4Thomas Hobbes (Westport (Inglaterra), 1588 – Hardwick (Inglaterra), 1679). Basa
su filosof́ıa en la traslación de las leyes que rigen la geometrı́a y la mecánica a la moral
y la poĺıtica. El hombre es antisocial en estado natural, y tiende a imponerse sobre los
demás. Para poder vivir en sociedad el hombre tiene que renunciar a una parte de sus
naturales apetencias; para esto debe suscribir un contrato social por el que ceda parte
de sus derechos a un soberano que, ahora sı́ con un poder absoluto no divino, sino
que emana de sus súbditos, es el único capaz de mantener en paz la sociedad y hacer
respetar el mencionado contrato social.
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La obra Los Elementos de Euclides se basa en las siguientes

definiciones, postulados y axiomas:

Definiciones: descripción de los conceptos con los que se

va a trabajar.

DEF–I. Punto, es aquello que no tiene partes.

DEF–II. Lı́nea, es la longitud sin ancho.

DEF–III. Lı́nea recta, es aquella que yace igualmente respecto de

sus puntos.

DEF–IV. Superficie, es aquello que tiene tanto largo como ancho.

DEF–V. Superficie plana, es aquella que yace igualmente respec-

to de sus rectas.

Obsérvese que punto se define por exclusión, mientras que lı́nea y

superficie, siguiendo a Platón, son conceptos ideales.

Postulados: establecen las construcciones que están permi-

tidas dentro del sistema que está creando.

POST–I. Dado un punto se puede trazar una recta a cualquier

otro punto.

POST–II. Toda recta limitada se puede prolongar indefinidamen-

te.

POST–III. Dado un punto y cualquier distancia, se puede trazar

un cı́rculo con centro el punto dado.

POST–IV. Todos los ángulos rectos son iguales entre sı́.

POST–V. Si una recta que corta a otras dos forma ángulos inter-

nos a una misma parte, menores que dos rectos, las dos

rectas prolongadas se cortan en la parte en que los dos

ángulos son menores que dos rectos.
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Los tres primeros postulados nos permiten construir rectas y cı́rcu-

los; el cuarto podrı́a asegurar la unicidad de la prolongación men-

cionada en (POST–II). El quinto postulado asegura la existencia de

intersección de rectas, y se conoce como postulado de las parale-

las. Este postulado, al contrario que los anteriores no parece ser

tan evidente; por esto a lo largo de los años los matemáticos han

tratado de deducirlo de los restantes postulados y axiomas. Final-

mente se probó que era independiente del resto, dando lugar a las

geometrı́as no eucĺıdeas, introducidas en los años veinte el siglo

XIX por Janos Bolyai5, y por Nicolás Lobachevsky6. Estos desarro-

llaron un modelo de geometrı́a en el que el postulado V7, o de las

paralelas, de la geometrı́a eucĺıdea no se verificaba. Esto produjo

un cambio radical en la forma de entender la Matemática; a partir

de este momento la Matemática es creativa y no está ligada a las

realidades f́ısicas. En otra palabras, la Matemática va a construir

modelos que, posteriormente, serán de aplicación o no en otras

ciencias o en la misma Matemática. La primera consecuencia de

este cambio es la fundamentación de la propia Matemática que
5Janos Bolyai (Cluj (Rumanı́a), 1802 – Tirgu-Mures (Rumanı́a), 1860). Matemático y

militar húngaro. El principal aporte consiste en la siguiente aseveración: “... sea Σ el sis-
tema geométrico basado en la hipótesis de que el Quinto postulado de Euclides es cierto, y
sea S el sistema basado en la hipótesis contraria. Todos los teoremas que establecemos sin
mencionar explı́citamente a los sistemas Σ ó S son teoremas de una geometrı́a absoluta
que son independientes de cuando Σ ó S son verdaderos”.

6Nikolai Ivanovich Lobachevsky (Gorki (Rusia), 1792 – Kazan (Rusia), 1856). Publica
los trabajos “A concise outline of the foundations of geometry” redactado en 1823 y sin
publicar; reelaborado posteriormente y publicado en 1829; es el primer trabajo sobre
geometrı́a hiperbólica (por un punto exterior a una recta puede pasar más de una pa-
ralela). (La geometrı́a eĺıptica se obtiene cuando por un punto exterior a una recta no
pasa ninguna paralela.)

7El quinto postulado de Euclides tiene muchas formulaciones equivalentes, una de
las más populares es: “Por un punto exterior a una recta sólo cabe trazar una parale-
la”, o esta otra debida a Adrien M. Legendre: “Dados tres puntos no alineados, siempre
será posible construir una circunferencia que pase por todos ellos”.
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hasta ahora hemos tratado.

Axiomas: los principios generales de las ciencias.

AX–I. Dos cosas iguales a una misma son iguales entre sı́.

AX–II. Si a cosas iguales se añaden cosas iguales, las sumas son

iguales.

AX–III. Si de cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos son

iguales.

AX–IV. Si a cosas desiguales se añaden cosas iguales, los totales

serán desiguales.

AX–V. Los dobles de una misma cosa son iguales entre sı́.

AX–VI. Las unidades de una misma cosa son iguales entre sı́.

AX–VII. Las cosas que se superponen una a la otra son iguales en-

tre sı́.

AX–VIII. El todo es mayor que la parte.

AX–IX. Dos rectas no comprenden un espacio.

Los axiomas (AX–IV), (AX–V), (AX–VI) y (AX-IX) fueron añadidos

por autores posteriores.

La Matemática está ı́ntimamente ligada al desarrollo cultu-

ral y social, por esto cabe hacer la pregunta de ¿por qué surge una

obra como los Elementos en la Grecia del año 300 a. C.? Sin duda

la causa hay que buscarla en la sociedad griega. Ésta estaba for-

mada por pequeñas ciudades estado sometidas a un régimen feu-

dal y dedicadas al comercio; es una sociedad exenta de guerras, al

contrario que los imperios que la rodean, con una religión antro-

pomorfa en la que los sacerdotes, salvo los del Oráculo de Delfos

y algunos otros, no ejercen de intermediarios con los dioses. Los
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ciudadanos en una sociedad de este tipo se dedican a la especula-

ción y al desarrollo de la filosof́ıa y el razonamiento.

Los precedentes de la obra de Euclides hay que buscarlos

en Thales, Pitágoras, Sócrates, Platón, y otros. De Euclides cuen-

ta Arquı́medes, que en cierta ocasión el rey Ptolomeo I Soter (“el

Grande”), de quién se dice que fue quien encargó a Euclides la re-

dacción de los Elementos, le preguntó si no habı́a un modo más

sencillo de aprender Geometrı́a que estudiar los Elementos, a lo

que éste contestó: “No existe un camino real hacia la Geometrı́a”.

Sin duda algo que deberı́amos aprender todos los que nos dedica-

mos al estudio de la Ciencia.

La obra de Euclides, aunque ha servido de texto fundamen-

tal para la enseñanza de la Matemática en las más prestigiosas uni-

versidades hasta finales del siglo XIX, adolece del rigor y la pre-

cisión que hoy en dı́a se espera de una obra fundamental en es-

ta disciplina. Se debe a David Hilbert la primera elaboración de

una Geometrı́a completamente basada en un sistema de axiomas.

La obra de Hilbert aparece en el libro “Grundlagen der Geome-

trie”(Fundamentos de la Geometrı́a) publicado en 18998.

8David Hilbert (Königsberg (Alemania), 1862 – Göttingen (Alemania), 1943). Una
de las pretensiones de Hilbert era, al igual que Pitágoras, basar toda la Matemática en
los números (los números naturales).





3 Abel y Galois. Nuevas ideas para la

Matemática

Los sistemas de numeración, la fundamentación de la Geo-

metrı́a, ... son ejemplos de cambio de paradigma. Veamos un nue-

vo ejemplo producido en la Matemática hace tan solo dos siglos.

La historia arranca al acabar la Edad Media.

Aunque la evolución de la Matemática no se ha detenido en

ninguna época de la Historia, la Edad Media supuso un estanca-

miento que solo finalizó con el desarrollo del comercio y con la ne-

cesidad de establecer sistemas de numeración que pudiesen resol-

ver los problemas que éste planteaba. Como ya hemos señalado, el

actual sistema decimal de numeración con cifras indo–arábigas se

introdujo en Europa en el siglo XIII; tradicionalmente se atribuye

a Fibonacci1 y a su libro “Liber abaci” el haber popularizado este

nuevo sistema de numeración que, aunque primitivo, pues no dis-

ponı́a aún de la cifra “cero” ni de los números negativos, resolvı́a

los problemas planteados a los comerciantes y banqueros y estu-

diaba la resolución de algunas ecuaciones lineales.

1Leonardo de Pisa (Fibonacci) (Pisa (Italia), 1170 – 1250) vivió en Argelia, y proba-
blemente alĺı conoció el sistema decimal que divulgó en Italia publicando en el año
1202, el Liber abaci; este libro trata de la resolución de ecuaciones lineales, contiene
una colección de supuestos prácticos para uso de comerciantes e introduce la famosa
sucesión de Fibonacci.

23
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El desarrollo de esta Aritmética lleva a abordar la resolución

de ecuaciones de grados superiores. También es Italia el lugar en

el que se produce este nuevo paso significativo en la evolución

de la Matemática. Citaremos a tres célebres matemáticos: Nico-

lo Tartaglia2, Girolamo Cardano3 y Ludovico Ferrari4. Los intentos

de éstos y otros matemáticos de la época por resolver, por radica-

les, las ecuaciones de grado superior los llevó a tratar el caso de

ecuaciones cuadráticas, cúbicas y cuárticas, quedando abierto el

problema de las ecuaciones de grado cinco y superiores.

Es muy importante el desarrollo que dio lugar a esta nue-

va teorı́a, y que marca el desarrollo de la Matemática de los siglos

XX y XXI. Todo se basa en el hecho de que, dada una ecuación de

grado positivo con coeficientes en el cuerpo de los números ra-

cionales, existen ciertas simetrı́as del conjunto de sus raı́ces. Estas

2Nicolo Fontana (Tartaglia) (Brescia (Italia), 1500 – Venecia (Italia), 1557). Era ha-
bitual en la época el plantear retos entre matemáticos para probar sus habilidades. En
esta ocasión se trata de resolver ecuaciones cúbicas del tipo “incógnita y cubo igual a
número” o ecuaciones del tipo “cuadrado y cubo igual a número”; los números nega-
tivos no se habı́an introducido aún. Nicolas del Ferro habı́a determinado la solución
al primer tipo, y en su lecho de muerte transmitió este descubrimiento a uno de sus
estudiantes Antonio Marı́a Fior. En 1535 en un duelo matemático entre Antonio Maria
Fior y Tartaglia, el primero planteó al segundo la resolución de trece problemas del ti-
po “incógnita y cubo igual a primo” en la seguridad de que Tartaglia serı́a incapaz de
superar el reto. Sin embargo en un arranque de lucidez Tartaglia encontró el método
general de resolución, superando en el reto a Fior que no pudo resolver los problemas
planteados por Tartaglia.

3Girolamo Cardano (Pavia (Italia), 1501 – Roma (Italia), 1576). Enterado del duelo
entre Fior y Tartaglia, y de la resolución de la cúbica, Cardano entró en contacto con
Tartaglia de quien consiguió, bajo la promesa de total confidencialidad el método de
resolución de la cúbica. Durante los dos siguientes años trabajó, junto con su discı́pulo
Ferrari en la resolución por radicales de la cúbica y también de la cuártica; publican-
do en 1545 su obra “Ars Magna” en la que recogı́a la resolución por radicales de estas
ecuaciones, lo que provocó un gran enfado por parte de Tartaglia, quien lo acusó de no
haber cumplido con su promesa.

4Ludovico Ferrari (Bolonia (Italia), 1522 – 1565). Estudiante de Cardano. Dió la re-
solución de la cuártica por radicales.
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simetrı́as son exactamente los automorfismos de la extensión de

cuerpos Q[α1, . . . , αn]/Q (para α1, . . . , αn las raı́ces de la ecuación),

los cuales, junto con la composición, forman una nueva estructura

desconocida hasta ese momento: la de grupo. La genialidad, pri-

mero de Niels H. Abel5, y después de Evariste Galois6 consiste en

5Niels Heinrik Abel (Frindöe (Noruega), 1802 – Frolad (Noruega), 1829). Abel na-
ció en Frindöe el 5 de agosto de 1802, y vivió en Gjerestad, un pueblo al sur de Noruega
a donde su mudó su familia. Era el segundo de una familia con siete hijos. Su padre fue
un pastor luterano y miembro del Parlamento. Hasta los trece años Abel se educó con
su familia, momento en el que se incorporó a una escuela en Christiania, a unos 200
kilómetros de su pueblo, en donde rápidamente destacó en Matemáticas. Fue en es-
te época cuando Abel, con la ayuda de su maestro, comenzó a estudiar la obra de los
grandes matemáticos: Lacroix, Legendre, Lagrange y Gauss.

Su padre falleció cuando Abel tenı́a 19 años, viéndose desde entonces obligado a
mantener en parte a su familia dando clases particulares de Matemáticas y haciendo
otros trabajos. Fué con la ayuda de sus profesores con la que finalmente pudo entrar
en la universidad de Christiania. Muy temprano hizo un trabajo en el que probaba la
resolución de la quı́ntica por radicales, sin embargo este trabajo tenı́a un error, y fue al
tratar de corregirlo cuando llegó a la imposibilidad de tal resolución en general; para
esta prueba introdujo el concepto de grupo de permutaciones de las raı́ces; él mismo
pagó los gastos de la publicación de este trabajo.

Tras este hecho realizó un viaje por Europa financiado por el gobierno noruego. Era
un periodo convulso en Noruega, que se habı́a separado de Dinamarca pasando a for-
mar parte de Suecia y de la que finalmente se independizó. La primera escala del viaje
fue a Göttingen a ver a C. F. Gauss, quien al parecer le hizo saber que no estaba intere-
sado en recibirlo. Tras este fracaso conoció a August Leopold Crelle (ingeniero y ma-
temático) en Berĺın, y viajó a Parı́s. Presentó su trabajo a la Academia, correspondiendo
a Legendre (ya mayor) y a Augustin Cauchy, quien extravió los originales, informar so-
bre él. Fué una época bastante mala pues su situación financiera solo le permit́ıa hacer
una comida al dı́a. Tal era la situación de Abel que Crelle lo invitó a viajar a Berĺın, pe-
ro enfermo y cansado Abel decidió volver a Noruega. El interés de Crelle por el joven
matemático lo llevó a encontrarle un puesto en la universidad de Berĺın, pero la carta
en la que comunicaba la buena nueva llegó dos dı́as después de que Abel muriese de
tuberculosis.

Tras la muerte de Abel, las reclamaciones del embajador de Noruega en Parı́s hicie-
ron que se encontrase el manuscrito de Abel, a la sazón en poder de Cauchy, y que final-
mente pudiese publicarse en 1841. En 1830, un año después de su muerte, la Academia
de Parı́s el dio el Gran Premio a Abel y Jacobi.

6Evariste Galois (Bourg la Reine (Francia), 1811 – Paris (Francia), 1832). Su padre,
Nicolas, era un agitador poĺıtico. La infancia de Galois estuvo marcada por la influencia
de su madre Adeleide Marie Demante, quién guió su educación hasta la edad de doce
años, ingresando después en el Colegio de Reims y posteriormente en el Liceo Louis-le-
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apreciar cómo la raı́ces de una ecuación dada definen esta nueva

estructura, y cómo analizando esta estructura de grupo es posible

dar resultados sobre las raı́ces de la ecuación. Galois observa que

además la ecuación es invariante ante todos estos automorfismos,

Grand. En esta nueva etapa Galois se muestra como un revolucionario, mereciendo de
sus maestros juicios como el siguiente: “Es dulce, lleno de candor y de buenas cualida-
des, pero hay algo raro en él”. Como en el caso de Abel, fue un maestro del Liceo quien
descubre las aptitudes para la Matemática del joven Galois, quien afirmaba “la locura
matemática domina a este alumno . . . sus padres deben dejarle estudiar Matemáticas;
aquı́ pierde el tiempo y todo lo que hace es atormentar a sus profesores y atormentarse a
sı́ mismo”. En este periodo las luchas poĺıticas arrastraron a Galois, y como consecuen-
cia, una institución como el Liceo acabó por expulsar a Galois.

El primer trabajo de Galois es de 1829, y trata sobre fracciones continuas. Ese mismo
año envı́a a la Academia un trabajo sobre la resolución de ecuaciones, siendo Cauchy
el encargado de hacer el correspondiente informe. También ese año se suicida su pa-
dre, lo que hace caer a Galois en una profunda depresión. Intenta Galois entrar por
segunda vez en la école Polytechnique, fracasando nuevamente, no sin tener un fuerte
enfrentamiento con los examinadores, calificando de estúpida una pregunta sobre lo-
garitmos y negándose a responderla, protestando contra la pseudociencia de quienes
calificó de ganapanes de la enseñanza. Al no poder entrar en la école Polytechnique
hizo los exámenes para entrar en la école Normal.

En 1830 envı́a a la Academia una segunda versión de su trabajo sobre las condiciones
para que una ecuación sea soluble por radicales, en el que ya utiliza los resultados de
Abel. Otra vez Cauchy es el encargado de recibir el trabajo, quien lo pasa a Fourier, a la
sazón secretario de la Academia, quien lo extravı́a.

Mientras, tanto Carlos X abandona Francia y Galois es animado por Poisson a enviar
una nueva versión de su trabajo a la Academia (1931); esta vez Poisson le contesta en el
sentido de que el trabajo no está suficientemente claro ni suficientemente desarrollado.
La etapa final de la vida de Galois está marcada por el desarrollo poĺıtico de la Francia
de la época y por su activismo en ese periodo, que acaba con un enfrentamiento en un
duelo en el que encuentra la muerte. Mucho se ha hablado sobre las causas que llevaron
a Galois al duelo; pudieron ser discusiones poĺıticas, o pudo ser culpa de “una infame
coqueta”, como se afirma en una carta atribuida a Galois y fechada el 22 de mayo de
1832 “... Ruego a los patriotas y a mis amigos que no me reprochen por morir por algo
que no sea mi paı́s. Muero vı́ctima de una infame coqueta. Mi vida se acaba en una
miserable pelea. ¡Oh, a qué morir por algo tan trivial, algo tan despreciable!... Perdón
para aquellos que me matan, obran de buena fe”. En cualquier caso, la noche antes del
duelo Galois puso por escrito sus ideas sobre la resolución de ecuaciones por radicales.

Los resultados de E. Galois, recogidos por su hermano y alguno de sus amigos, fue-
ron enviados a matemáticos insignes de la época. Sin embargo, no hay noticias de que
hubieran sido tenidos en cuenta. No es hasta 1843 cuando Liouville encuentra estos
trabajos y los publica en 1846.
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que no son sino las simetrı́as de la ecuación.

Dado un polinomio irreducible F ∈ Q[X ] con raı́ces α1, . . .,

αn, los automorfismos de Q[α1, . . . , αn]/Q forman un grupo: el gru-

po de simetrı́as de F con respecto a la composición. Por ejemplo

si F = X 3 − 10, las raı́ces son α1 = 3
√

10, α2 = ω 3
√

10 y α3 = ω2 3
√

10,

siendoω una raı́z cúbica primitiva de la unidad. Dos de estas raı́ces

son complejas no reales, por lo tanto Q[α1, α2, α3] * R, y la conju-

gación compleja es un automorfismo de Q[α1, α2, α3]/Q; otros au-

tomorfismos se obtienen permutando cı́clicamente las tres raı́ces;

se llega a que el grupo de los automorfismos tiene seis elementos

y, al no ser conmutativo, es isomorfo a S3. En el caso en el que las

tres raı́ces de un polinomio son reales, la conjugación es un auto-

morfismo trivial, y por tanto sólo tenemos tres automorfismos.

¿Cómo determinar el grupo de un polinomio irreducible de

grado n? Para un polinomio F de este tipo el grupo de simetrı́as es

un subgrupo transitivo de Sn. En este caso de polinomios de gra-

do tres éste es A3, que tiene tres elementos, ó S3, que tiene seis.

El problema es cómo discriminar entre estos dos grupos simple-

mente estudiando el polinomio F , esto es, sus coeficientes. Como

hemos visto en el caso de grado tres basta considerar el discrimi-

nante de F . Si el discriminante es positivo o nulo, el grupo es A3, y

si es negativo, el grupo es S3.

Para polinomios de grados superiores se reproduce este aná-

lisis, si bien ahora es un poco más complejo discriminar entre los

posibles grupos: los subgrupos transitivos de Sn. Hoy en dı́a pode-

mos desarrollar algoritmos para ciertos valores de n.

Una vez determinado el grupo de simetrı́as del polinomio
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irreducible F , la idea maravillosa de Galois es utilizar éste para de-

terminar todas las soluciones por radicales. Si el grupo en cuestión

es G, el cálculo de las raı́ces es posible cuando podemos encontrar

una serie normal abeliana en G: los grupos que ası́ aparecen se lla-

man grupos solubles. ¿Por qué no es posible resolver por radicales

la quı́ntica? La razón hay que buscarla en los posibles grupos de si-

metrı́as: los subgrupos transitivos de S5. En particular si este grupo

es A5 ó S5, como estos grupos no tienen una serie normal abelia-

na, ya que el primero de ellos es un grupo simple, no es posible la

resolución, ya que no son grupos solubles.

La importancia de la aproximación realizada por Galois al

hacer intervenir una nueva estructura en el estudio de las raı́ces

de una ecuación es de una importancia crucial en el desarrollo de

la Matemática del siglo XIX, y por supuesto de los siglos XX y XXI.

La idea de Galois se extiende rápidamente a toda la Ma-

temática; clasificándose las estructuras según sus simetrı́as. A este

respecto cabe destacar el trabajo de Felix Klein7 sistematizando el

estudio de las geometrı́as a través del estudio de sus grupos de in-

variantes.

La idea de que las simetrı́as de un objeto matemático son

la base para su clasificación y posterior estudio trasciende rápi-

damente a la estructura de grupo; llegándose pronto a considerar

una estructura más general: la de álgebra.

7Felix Klein (Düsseldorf (Alemania), 1849 – Gottingen (Alemania), 1925). Klein
desarrolla el Programa de Erlangen en 1872, con motivo de su toma de posesión co-
mo profesor en esta universidad; en él establece una Geometrı́a como el estudio de las
propiedades de un espacio que quedan invariantes por la acción de un grupo de trans-
formaciones. Se obtiene ası́ una visión unificada de la Geometrı́a, que es el modo actual
de estudiar esta disciplina.



4 Cantor y Boole. Los fundamentos

El siglo XIX aportó a la Matemática una cantidad tan in-

mensa de nuevos conceptos y teorı́as que ésta escapó al control

de los matemáticos. El interés por matematizar/aritmetizar todas

las áreas del conocimiento chocó con la falta de fundamentación

en las propias teorı́as matemáticas. Esta deficiencia dio lugar a

un gran número de paradojas y de intentos de fundamentar una

teorı́a básica como es la Teorı́a de conjuntos sobre la que cons-

truir todas las demás. Hoy en dı́a conocemos que existen varios

sistemas de axiomas que dan lugar a diferentes Teorı́as de conjun-

tos.

¿Cómo se llegó a esta situación, y cómo se desarrolló la Ma-

temática para encontrar una solución adecuada?

Todo comienza con el concepto de conjunto; definir un con-

junto simplemente como una colección de objetos: dando sus ele-

mentos expĺıcitamente o dando una propiedad que lo define no es,

como más adelante veremos, la manera más adecuada para fun-

damentar esta teorı́a, y por ende toda la Matemática.

Es bien conocido el siguiente problema: En un pueblo hay

un barbero que solo afeita a los hombres del pueblo que no se afei-

tan a sı́ mismos. La cuestión a resolver es ¿quién afeita al barbe-

29
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ro? Estamos ante una paradoja, ya que si el barbero no se afeita a

sı́ mismo, debe ser afeitado por el barbero, y si se afeita a sı́ mismo,

entonces no debe ser afeitado por el barbero.

¿Cuál es la respuesta a esta pregunta? Es claro que no existe

una respuesta que no dé lugar a una contradicción.

Se puede argüir que esta paradoja es propia del lenguaje, y

que no afecta a la fundamentación de la Matemática. Es posible

que sea ésta la respuesta, y que el problema sea del lenguaje, que

es impreciso y pobre. Además existen muchas otras paradojas que

se basan directamente en el lenguaje y en las imprecisiones del

mismo. Por ejemplo, ¿qué es un montón de arena? Parece que cada

uno de nosotros cree saber cómo definir un montón de arena. Pero

detengámonos un momento y consideremos la arena formada por

granos. ¿Cuántos granos de arena son necesarios para formar un

montón? Parece que un grano no forma un montón, y tampoco

dos granos forman un montón, tres granos, ... Podemos concluir

que si tenemos n granos que no forman un montón, al añadir un

nuevo grano de arena no tendremos un montón. Por el contrario,

parece que cien millones de grados de arena (un uno seguido de

ocho ceros) sı́ forman un montón, y que seguiremos teniendo un

montón si quitamos un grano, pues parece que 99 999 999 granos

de arena sı́ forman un montón. También tendremos un montón si

quitamos un segundo grano. Al igual que antes, podemos concluir

que si n granos de arena forman un montón, también n−1 granos

forman un montón. ¿Es alguien capaz de decidir cuál es el número

n que permite dar la categorı́a de montón a n granos de arena?

Parece lógico que el problema es definir con precisión qué es un
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montón de arena.

¿Estamos otra vez ante una cuestión de lenguaje? Probable-

mente, pero recordemos que es con el lenguaje con el que tenemos

que construir nuestras teorı́as. Parece por tanto que tenemos que

desarrollar un lenguaje lo más neutro y preciso posible que no in-

troduzca indefinición, como en el caso del montón de arena o la

paradoja del barbero de nuestro imaginario pueblo.

Tenemos pues que definir con absoluta precisión los obje-

tos con los que estamos trabajando.

Siguiendo a Georg Cantor1 y a Gottlob Frege2, hagamos una

primera definición de conjunto como una colección de elemen-

tos. Para trabajar con conjuntos y elementos vamos a introducir

las variables proposicionales; éstas pueden tomar valor verdadero

o falso. A partir de éstas introducimos nuevas proposiciones, cons-

truidas con las iniciales y con conectores “y”, “o” y “no”. Dando a

éstos un significado similar al de los conectores del lenguaje ordi-

nario, estableceremos su valor verdadero o falso de forma precisa a

partir de los valores que toman las variables proposiciones que las

forman. El cálculo proposicional fue introducido por George Boo-

le3 y Augustus de Morgan4, con el objeto de fundamentar la lógica

sobre una base algebraica. De esta forma, y haciendo uso del Álge-

bra, que hasta el momento sólo habı́a sido usada en Aritmética,

diseñan un modelo algebraico de las leyes del pensamiento5.

1Georg Cantor (San Petersburgo (Rusia), 1845 - Halle (Alemania), 1918).
2Gottlob Frege (Wismar (Alemania), 1848 - Bad Kleinen (Alemania), 1925).
3George Boole (Lincoln (Inglaterra), 1815 - Ballintemple (Irlanda), 1864).
4Augustus De Morgan (Madura (India), 1806 - Londres (Inglaterra), 1871).
5A partir del cálculo de proposiciones, y mediante las reglas de inferencia que per-



32 Pascual Jara Mart́ınez

En la construcción de este cálculo proposicional no apare-

cen paradojas ni contradicciones, por lo que parecerı́a que hemos

iniciado un camino correcto y adecuado. Sin embargo pronto se

observa que el cálculo proposicional es insuficiente, pues lo que

realmente necesitamos para obtener un modelo de las leyes del

pensamiento es trabajar con objetos y con propiedades de obje-

tos.

Para resolver este problema y seguir avanzando introduci-

mos los predicados, siendo un predicado una proposición en la

que aparecen variables que son moduladas por cuantificadores.

Hay dos cuantificadores: ‘‘para todo ... se tiene ...” y “existe un ...

tal que ...”. Por ejemplo: “José es un hombre” es una proposición, y

también es una proposición “José es un mamı́fero”; una proposi-

ción construida a partir de estas dos es: “si José es un hombre, en-

tonces José es un mamı́fero”, y también “José es un hombre y José no

es un mamı́fero”. En cambio un predicado es utilizar en vez de

José una variable modulada por un cuantificador. Un ejemplo es:

∀ x, si x es un hombre, entonces x es un mamı́fero.

Otro ejemplo es:

∃ x tal que x es moreno.

Con los predicados podemos formalizar los silogismos de la lógica

de Aristóteles6, con lo que construimos un método de inferencia

miten incorporar al sistema nuevas proposiciones verdaderas basándonos en otras que
lo sean. Los tipos de reglas de inferencia son: (1) Modus Ponens ((A⇒ B ∧ A)⇒ B); (2)
Modus Tollens ((A⇒ B ∧ ¬B)⇒ ¬A); (3) Modus Tollendo Ponens (((A∨B) ∧ ¬A)⇒ B);
(4) Modus Ponendo Tollens (((A∨B) ∧ A)⇒ ¬B).

6Aristóteles (Macedonia, 384 a. C. – Chalcis, 322 a. C.).
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para deducir resultados nuevos a partir de otros ya probados o ad-

mitidos como verdaderos7. Tenemos ası́ dentro de esta teorı́a una

formalización de los procesos de razonamiento básicos. A modo

de ejemplo veamos el siguiente predicado:

∃ x, x ∈ A ∧ x ∈ B⇒ (∃ x, x ∈ A) ∧ (∃ x, x ∈ B).

Aquı́ empleamos x para un objeto o elemento, y A o B para una

propiedad que puede verificar x, y escribirı́amos x ∈ A, o puede

no verificar, y escribirı́amos x /∈ A.

Siguiendo a Georg Cantor y a Gottlob Frege, nuestra natu-

ral ingenuidad, nos puede llevar a definir un conjunto como una

colección de objetos que verifican una determinada propiedad o

por un predicado. Si hacemos esto estaremos cometiendo un gra-

ve error, como prueba la paradoja de Bertrand Russell8: “Para obje-

tos x consideremos la propiedad x /∈ x; podemos definir el conjunto

X = {x | x /∈ x}. Al igual que en la paradoja del barbero, ¿ocurre

X ∈ X? o por contra, ¿se tiene X /∈ X?”

La siguiente paráfrasis de este ejemplo puede ayudar a com-

prender mejor el mismo. Se considera una biblioteca formada por

libros, y vamos a crear dos nuevos libros para tener un catálogo de

toda la biblioteca. El primero contiene un catálogo de todos los li-

bros que se citan a sı́ mismos, y el segundo contiene un catálogo

de todos los libros que no se citan a sı́ mismos. ¿Qué le ocurre al se-

gundo libro? Si éste aparece citado en el primero, entonces se cita
7Hay cuatro tipos de silogismos: (1) Universal afirmativo: Todo A es B. Para todo

x, si x es A entonces es B; (2) Universal negativo: Ningún A es B. Para todo x, si x es A
entonces no es B; (3) Particular afirmativo: Algún A es B. Existe al menos un x que es A
y es B; y (4) Particular negativo: Algún A no es B. Existe al menos un x tal que es A y no
es B.

8Bertrand Russell (Ravenscroft (Gales), 1872 - Penrhyndeudraeth (Gales), 1970).
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a sı́ mismo, lo que contradice la forma en la que lo hemos creado.

Por el contrario, si aparece citado en el segundo, también tenemos

una contradicción. ¿Cuál es la conclusión?

Es claro, pues, que necesitamos una teorı́a formal que evite

ésta y otras paradojas que aparecen en teorı́a de conjuntos.



5 Hilbert. El formalismo

¿Cómo desarrollar una teorı́a libre de paradojas?

El siglo XIX se inicia con una necesaria ampliación de los

sistemas de números. En primer lugar C. F. Gauss1 introduce las

congruencias, de forma que a los sistemas de números: naturales,

enteros, racionales, reales y complejos, hay que incorporar aque-

llos que hoy conocemos como enteros modulares. En segundo lu-

gar E. Galois desarrolla la teorı́a de ecuaciones algebraicas, hacien-

do un uso intensivo del sistema de los números complejos, y en

particular de las soluciones de las ecuaciones algebraicas resolu-

bles, que pasan a ocupar un lugar desatacado dentro de la Ma-

temática. Con el trabajo de E. Galois toman relevancia las exten-

siones algebraicas (finitas) del sistema de los números racionales.

Es al final de siglo XIX cuando Leopold Kronecker2 trata de funda-

mentar todos estos sistemas de números a partir de la aritmética

de los números naturales.

La continuidad aparece de forma natural: el sistema de los

números racionales no es continuo. Sin embargo existe un conti-

nuo en el que está incluido. ¿Cómo construirlo? ¿Cómo dar carta

1Carl Friedrich Gauss (Brunswick (Alemania), 1777 - Göttingen (Alemania), 1855).
2Leopold Kronecker (Liegnitz (Polonia), 1823 - Berlin (Alemania), 1891).

35
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de naturaleza a números como
√

2 ó π? Es A. L. Cauchy3 quien da

una construcción a partir de los racionales, siendo cada número

real el punto de acumulación de una sucesión de números racio-

nales. Otras interpretaciones equivalentes se deben a Richard De-

dekind4. Es importante señalar que los números reales están da-

dos mediante aproximaciones a los mismos.

Una vez establecidos los sistemas más usuales de números

surgen nuevos problemas en sus interrelaciones; pues hay tan-

tos números enteros como naturales, ya que podemos represen-

tar aquéllos en una sucesión: 0, 1,−1, 2,−2, . . . Y hay tantos núme-

ros racionales como números naturales, pues basta considerar los

números racionales positivos en una tabla de doble entrada con

infinitas filas y columnas como la siguiente:

0, 1, 2, 3, 4, . . .

0, 1
2 ,

2
2 ,

3
2 ,

4
2 , . . .

0, 1
3 ,

2
3 ,

3
3 ,

4
3 , . . .

0, 1
4 ,

2
4 ,

3
4 ,

4
4 , . . .

en la que evidentemente aparecen números repetidos, y a conti-

nuación escribir todos ellos en una sucesión, utilizando las diago-

nales secundarias:

0, 1, 0, 2,
1
2
, 0, 3,

2
2
,

1
3
, 0, . . .

En consecuencia existen biyecciones entre N, Z y Q. El siguiente

sistema de números es R. ¿Habrá también tantos números reales

como números naturales? La respuesta a esta pregunta fue dada
3Augustin Louis Cauchy (Paris (Francia), 1789 – 1857).
4Richard Dedekind (Braunschweig (Alemania), 1831 – 1916).
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por Georg Cantor en sentido negativo, mediante un proceso de re-

ducción al absurdo. En efecto, Georg Cantor supone que podemos

escribir todos los números reales en una sucesión; para simplifi-

car vamos sólo a considerar números reales r tales que 0 ≤ r < 1.

Escribimos todos estos números en una columna utilizando su re-

presentación decimal. Todos tienen parte entera igual a cero. Aho-

ra Cantor construye un nuevo número real que no está en esta su-

cesión. Para ello toma como primer dı́gito, de la parte decimal, el

que aparece en el primer número al que agregamos una unidad, o

0 si éste es igual a 9. Como segundo dı́gito tomamos el que apare-

ce en segundo lugar en el segundo número al que agregamos una

unidad, o 0 si éste es igual a 9. Y ası́ continuamos para cada posi-

ción. El número ası́ construido no está en la sucesión anterior, y

en consecuencia [0, 1) no es equipotente con N.

Las clases de equipotencia de los conjuntos definen los núme-

ros cardinales, y por tanto G. Cantor prueba que ℵ0 = ](N) <

](R) = c.

La ciencia, como creación del hombre, es un reflejo del espı́ri-

tu humano, el cual es dinámico por naturaleza; por esto, cuando se

resuelve un problema surgen muchos otros relacionados con él, y

también problemas nuevos en el mismo o en otro campo. Es lo que

ocurre en este caso. ¿Existirá un número cardinal entre ℵ0 y c? Para

cada conjunto X se puede probar que ](X) < ](P(X)) = 2](X), sien-

do P(X) el conjunto de las partes de X . ¿Qué relación existe entre

ℵ0, c, 2ℵ0 y ℵ1, el siguiente cardinal a ℵ0? Los desarrollos teóricos

para responder a estas preguntas no son comparables a los esfuer-

zos realizados hasta ese momento por los matemáticos y lógicos,
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y van a suponer un nuevo cambio de paradigma en la Matemática

del siglo XX.

En esta situación G. Cantor plantea la siguiente hipótesis:

Hipótesis del continuo: no existe ningún número cardinal

d tal que ℵ0 < d < 2ℵ0.

Probar o refutar este resultado fue un problema central en

la Matemática del cambio de siglo.

Como vemos, la Teorı́a de conjuntos que hemos utilizado

tan alegremente hasta este momento, plantea grandes interrogan-

tes y produce verdaderos problemas a las restantes teorı́as ma-

temáticas. Fue David Hilbert, en su exposición en el Congreso In-

ternacional de Matemáticos de 1900 en Paris, quien planteó los 23

problemas que a su juicio deberı́an abordarse a lo largo del siglo

XX, y que en efecto han marcado el desarrollo de la Matemática

durante el pasado siglo. El primero de estos problemas trata sobre

la Hipótesis del continuo, y el segundo sobre la consistencia de la

aritmética.

Estos trabajos motivaron a E. Zermelo5 a abordar el proble-

ma de la fundamentación de la Teorı́a de conjuntos, y en concre-

to a estudiar la consistencia de la Aritmética. En 1908, siguiendo

los trabajos de B. Russell, expone su teorı́a axiomática de conjun-

tos fundamentada en el cálculo de predicados. Se basaba ésta en

el uso de universos; los cuales se construyen de forma recursiva a

partir de uno inicial que únicamente contiene el conjunto vacı́o.

Según este esquema un conjunto será un objeto de alguno de es-

5Ernst Zermelo (Berlin (Alemania), 1871 - Freiburg im Breisgau (Alemania), 1953).
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tos universos; las paradojas desaparecen al no considerar como

conjuntos, en el universo dado, aquéllos que producen parado-

jas. Veamos un ejemplo. Hemos señalado que a cada conjunto le

asociamos su número cardinal, esto es, su clase de equipotencia.

Si todos los conjuntos forman un conjunto X , éste tiene asociado

un cardinal. Los subconjuntos de X forman también un conjunto,

que está contenido en X , luego tenemos ](X) < ](P(X)) ≤ ](X), lo

que es una contradicción. En consecuencia, todos los conjuntos

no pueden formar un conjunto; están en un universo distinto al

universo en el que estamos trabajando con conjuntos.

La teorı́a de conjuntos de E. Zermelo es posteriormente per-

filada por otros matemáticos, entre los que destacan: Adolf Fraen-

kel6, Thoralf Skolem7 y John von Neumann8. ¿Responde esta teorı́a

a nuestra idea intuitiva de lo que es un conjunto? La respuesta es

sı́. Sin embargo los axiomas utilizados son, a veces, insuficientes.

Por esta razón se considera también una teorı́a extendida. Ésta

consiste en añadir un nuevo axioma; hay tres axiomas que pue-

den ser considerados naturales dentro de una teorı́a de conjuntos;

son el Axioma de elección, el principio de buena ordenación o axio-

ma de Zermelo y el Lema de Zorn. La bondad de la teorı́a de Z-F es

tal que supuestos sus axiomas estos tres son equivalentes, y juntos

definen la teorı́a de Z-F extendida. Cabe destacar además que son

independientes de la teorı́a de conjuntos de Z-F, esto es, las teorı́as

construidas con ellos o sus negaciones son igualmente válidas.

6Adolf Abraham Fraenkel (Munich (Alemania), 1891 - Jerusalem (Israel), 1965).
7Thoralf Albert Skolem (Noruega), 1887 - Oslo (Noruega), 1963). Fraenkel y Skolem

incrementan el número de axiomas, dado por Zermelo, de siete a diez.
8John von Neumann (Budapest (Hungrı́a), 1903 - Washington (EEUU), 1957).
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Este ejercicio de quitar y poner axiomas a una teorı́a no es

nuevo en la Matemática; recordemos el caso de las geometrı́as no

eucĺıdeas.

Si de lo que se trata es de buscar modelos, construir éstos

formalmente sin dar lugar a contradicciones, y de forma que todos

los resultados esperables o válidos en la teorı́a se puedan probar,

tenemos dos aspectos a tratar en las teorı́as construidas: la consis-

tencia: no puede ser cierta en la teorı́a una afirmación y su contra-

ria, y la completitud: toda afirmación se puede probar, o en su de-

fecto, se puede probar su contraria. Si además estas teorı́as se pue-

den construir basadas en la aritmética, estarı́amos cumpliendo el

antiguo sueño de matemáticos como Pitágoras, reavivado por L.

Kronecker y posteriormente por D. Hilbert, de fundamentar todo

en los números.

En la búsqueda de este objetivo Hilbert, en su “Grundla-

gen der Geometrie”de 1899, como ya hemos citado anteriormente,

construye una nueva axiomática de la Geometrı́a eucĺıdea, com-

pletando el conjunto de axiomas dado por Eucĺıdes9, ya que a la

luz de los nuevos desarrollos éste se habı́a mostrado falto de algu-

nas evidencias. Por ejemplo M. Pasch10 habı́a puesto de manifies-

to que si se toman cuatro puntos A,B,C y D en una recta de forma

que B esté entre A y C, y C esté entre B y D, se espera que B esté en-

tre A y D, algo que no se puede probar utilizando sólo los axiomas

de Euclides. Animado por este éxito, Hilbert emprende la tarea an-

tes señalada de fundamentar toda la Matemática en la aritmética.

9Euclides (325 a. C. – Alejandrı́a, 265 a. C.).
10Moritz Pasch (Breslau (Alemania), 1843 – Bad Homburg (Alemania), 1930).
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Como antes señalamos, este programa comienza a tener éxito al

construir una Teorı́a de conjuntos libre de paradojas; el siguiente

paso era probar, internamente, la consistencia de esta teorı́a.

Sin embargo, este programa no se pudo llevar a cabo. Kurt

Gödel11 en 1930 prueba que en toda teorı́a consistente, lo suficien-

temente potente como para poder definir el concepto de núme-

ro natural, se puede construir una afirmación tal que ni ella ni su

opuesta se pueden demostrar, dentro de la teorı́a. Prueba pues que

toda teorı́a consistente es incompleta. Es evidente que este resul-

tado rompe con el sueño de Hilbert, pues para poder tener teorı́as

completas necesitaremos ampliar el número de axiomas con estas

afirmaciones indemostrables.

Un segundo resultado de Kurt Gödel afirma que ningún sis-

tema consistente se puede usar para demostrarse a sı́ mismo. Por

lo tanto no podemos probar la consistencia de la Aritmética, tal y

como ésta es concebida por Giuseppe Peano12; pero sı́ podrı́amos

hacerlo si consideramos la Aritmética dentro de la Teorı́a de con-

juntos.

El juego de poner y quitar axiomas a una teorı́a sirve para

dar respuesta al problema de la Hipótesis del continuo. En efec-

to, Kurt Gödel prueba en 1938 que si a la teorı́a Z-F extendida se

añade la Hipótesis del continuo no surgen contradicciones (es de-

cir, es consistente); lo que da una prueba de que la Hipótesis del

continuo no es falsa. Y es en el año 1964 cuando Paul J. Cohen13

11Kurt Gödel (Brno (Rep. Checa), 1906 – Princeton (EEUU), 1978).
12Giuseppe Peano (Cuneo (Italia), 1858 – Turin (Italia) 1932).
13Paul Joseph Cohen (Long Branch (EEUU), 1934 – Palo Alto (EEUU), 2007). Fue me-

dalla Fields en 1966.
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prueba que ésta hipótesis no es verdadera al probar que si a los

axiomas de Z-F extendida se añade la contraria a la Hipótesis del

continuo, se tiene también un sistema sin contradicciones. Se tie-

nen, pues, dos posibles teorı́as de conjuntos, ambas consistentes,

y por ende, dos teorı́as de números reales y de análisis. El proble-

ma de Irving Kaplansky14 es una buena muestra de la diferencia

entre ambas, ¿cuál es la correcta?

Vemos que desde un punto de vista formal se observa que

la Historia se repite, ya que algo similar ocurrı́a con las geometrı́as

eucĺıdeas y no eucĺıdeas.

¿Cuáles han sido las consecuencias del formalismo? Señala-

mos a continuación algunas:

(1) Hemos obtenido una clara visión de lo que hoy en dı́a es la Ma-

temática: un cuerpo formado por teorı́as consistentes, aunque

claramente incompletas. Además, para probar la consistencia

de una teorı́a tenemos que considerarla como parte de otra.

Otra analogı́a, esta vez con los universos que manejaba E. Zer-

melo para formular su teorı́a de conjuntos: cada universo hay

que verlo dentro de otro.

(2) Hemos aprendido que la deducción, las reglas de inferencia

permitidas en cada una de las teorı́as, son fundamentales en

el desarrollo de la Matemática y su enseñanza. “El valor edu-

cativo de la Matemática está tanto en sus métodos como en sus
14Irving Kaplansky (Toronto (Canada), 1917 – Los Angeles (EEUU), 2006). La conje-

tura de Kaplansky dice que toda norma para la que el espacio C(K ) de las funciones
complejas continuas en un compacto K es un álgebra normada es equivalente a la nor-
ma del supremo. Utilizando la Hipótesis del continuo se prueba que la conjetura es
falsa, y utilizando la negación de la Hipótesis del continuo se prueba que es cierta.
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resultados, siendo la deducción el más importante de sus méto-

dos”, afirmaba M. Pasch.

(3) La Matemática queda libre del contexto; puede vagar a su an-

tojo en el campo del conocimiento; está sin ataduras para crear

modelos que serán de aplicación o no en otras ciencias y en

otras disciplinas. Esto es, se ha llegado al mundo platónico de

los ideales.

Esta situación de la Matemática hace recaer en los matemáticos

una gran responsabilidad; éstos pueden crear modelos para resol-

ver situaciones y problemas dados, y también con la esperanza de

que éstos puedan ser utilizados en un futuro, como nos muestra el

ejemplo de la Geometrı́a no eucĺıdea.





6 Bourbaki. El estructuralismo

El trabajo de formalización, que se inicia con la fundamen-

tación de la Teorı́a de conjuntos, se extiende pronto a toda la Ma-

temática. Entre los matemáticos que han realizado una labor más

extensa de formalización destaca Nicolás Bourbaki, que desarrolla

su trabajo a lo largo del tercio central del siglo XX. Nicolás Bourbaki
1 es un matemático polifacético y multidisciplinar de excepcional

vaĺıa, y aunque no se le conocen trabajos destacables ha contri-

buido enormemente a la estructuración de muchas de las ramas

de la Matemática actual.

Según él mismo, el trabajo de N. Bourbaki comienza con

el intento de la formalización del Análisis; tarea inmensa para la

que no estaba preparada la Matemática de la primera mitad del si-

1Nicolas Bourbaki (Universidad Blas Pascal, 1935 – ) La inscripción “Dans cette
maison est né le 12 juillet 1935 N. Bourbaki mathématicien” reza una placa en la fa-
chada de la Estación biológica de la Universidad Blas Pascal, en Besse–en–Chandesee;
lugar en el que se reunió por primera vez el grupo. El grupo N. Bourbaki estuvo for-
mado por: Fundadores: Henri Cartan (1904–2008); Premio Wolf 1980, Claude Chevalley
(1909–1984), Jean Delsarte (1903–1968), Jean Dieudonné (1906–1992), Charles Ehres-
mann (1905–1979), André Weil (1906–1998); Premio Wolf 1979, René de Possel (1905–
1974). Segunda generación: Laurent Schwartz (1915–2002, Premio Fields 1950), Jean
Pierre Serre (1926– ). Premios Fields 1954, Wolf 2000 y Abel 2003, Pierre Samuel (1921–
2009), Jaen Louis Koszul (1921– ), Jacques Dixmier (1924– ), Roger Godement (1921–
), Samuel Eilenberg (1913–1998); Premio Wolf 1986. Tercera generación: Armand Bo-
rel (1923–2003), Alexander Grothendieck (1928 - ). Premio Fields 1966, Francois Bruhat
(1929– ), Pierre Cartier (1932– ), Serge Lang (1927–2005), John Tate (1925– ); Premio Wolf
2002/3. Cuarta generación: Pierre Deligne (1944– ). Premio Fields 1978.
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glo XX. Para tratar de alcanzar su objetivo Bourbaki se da cuenta

de que primero necesita desarrollar en toda su extensión los con-

ceptos básicos y elementales de la Matemática, en concreto de la

Teorı́a de conjuntos. Tras esta labor hace su aportación más im-

portante a la Matemática, la ciencia y el conocimiento en general:

basar todo en la idea de estructura. Podemos observar que la labor

de Bourbaki es coetánea al desarrollo del estructuralismo, corrien-

te filosófica que marcó el periodo central del pasado siglo con no-

table influencia en las ciencias, las ciencias sociales y la lingüı́stica,

de la que Bourbaki bebe y a la que indudablemente da un soporte

fundamental.

Podemos considerar el estructuralismo como una corriente

filosófica que organiza el conocimiento en áreas atendiendo fun-

damentalmente al significado. Esta corriente se inició en el siglo

XX, en el periodo de entreguerras, y aunque los comienzos la pue-

den situar en ambientes relacionados con la lingüı́stica, como el

Cı́rculo de Praga, pronto se extiende a otras ciencias y ramas del

conocimiento. Entre los estructuralistas más destacados figuran el

antropólogo Claude Lévi–Strauss, el filósofo Michel Foucault ó el

psicólogo Jean Piaget, entre otros. En la Matemática, antecesores

de este movimiento son Solphus Lie y Arthur Cayley, quien en 1878

escribe “un grupo se define por la ley de composición de sus elemen-

tos”; dando lugar al nacimiento del concepto de grupo abstrac-

to. También podemos señalar a William Hamilton, quien en 1843

descubre un nuevo sistema de números: los cuaternios; teniendo

éstos la peculiaridad de que su producto no es conmutativo.

El estructuralismo alcanza su máxima expresión en la Ma-
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temática de la mano de N. Bourbaki y de uno de sus fundadores:

André Weil. Fue A. Weil el motor del trabajo de N. Bourbaki y quien

inicia el proceso de reformular de forma precisa la Matemática de

la primera mitad del siglo XX ante la falta de rigor que los manua-

les de la época.

La opción elegida por N. Bourbaki hay que enmarcarla en la

época: 1934. En su intento de fundamentar el Análisis matemático,

los integrantes de Bourbabi optaron por desarrollar las herramien-

tas necesarias: espacios topológicos, espacios vectoriales, y en ge-

neral estructuras topológicas y algebraicas, lo que les llevó a tra-

bajar sobre conjuntos y a definir sobre ellos las estructuras nece-

sarias: grupo, grupo de Lie, etc. Este desarrollo les llevarı́a a marcar

un nuevo hito en el desarrollo de la Matemática actual: la lineali-

zación. En efecto, como se verá rápidamente, el problema de estu-

diar estructuras en general, y en especial estructuras no conmuta-

tivas es complejo y dif́ıcil debido a la aparición de expresiones no

conmutativas y no lineales; en el caso algebraico se pueden repre-

sentar los elementos del grupo como matrices sobre cuerpos, tras-

ladando el problema a un problema de álgebra lineal que admite

un tratamiento algorı́tmico. En otros casos se resolverán de forma

similar, aunque las estructuras sean topológicas o geométricas.

Hay que insistir en que la labor de N. Bourbaki es funda-

mental al introducir las estructuras matemáticas como nuevo ob-

jeto de estudio, como herramienta, y como hilo conductor en su

formalización de la Matemática. El ejemplo más destacado, por

su sencillez, es la estructura de grupo, pero no es el único, mu-

chos otros ejemplos aparecen en la Matemática actual: espacio
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topológico, espacio vectorial, grupo de Lie, variedad diferencial,

variedad algebraica, C∗–algebra, espacio de Hilbert, álgebra nor-

mada, etc. Gran parte de estas estructuras fueron estudiadas en

los “éléments de Mathématique”.

Es importante señalar que el concepto de estructura no serı́a

de interés si no lo complementamos con tres nociones adiciona-

les:

(1) la noción de homomorfismo y

(2) las nociones de categorı́a y funtor.

Con esto se tiene una herramienta que permite trasladar un pro-

blema de una estructura a otra para abordar su estudio de forma

más sencilla; como ocurre en el caso, antes comentado, de grupos

y espacios vectoriales.

Como hemos señalado previamente, hay una idea base en

el estructuralismo de N. Bourbaki; éste considera estructuras ba-

sadas en conjuntos, tal vez movido por la necesidad de realizar una

fundamentación de la Teorı́a de conjuntos o tal vez por el estado

del arte cuando inicia su trabajo, y que como consecuencia, apare-

cerá el concepto de homomorfismo como aplicación que permite

comparar diversos ejemplos de la misma estructura. Y que la for-

malización que emprende lo mantiene prisionero, pues no es ca-

paz de incorporar las nuevas ideas y enfoques que continuamente

van apareciendo a su prolija obra.

Hoy en dı́a, considerar una estructura como la de espacio

topológico, grupo de Lie ó álgebra es natural; en los años treinta

del siglo pasado, no. En la actualidad podemos observar que la vas-
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ta obra de Bourbaki adolece de esa falta de actualización que de-

berı́a ser connatural a toda ciencia, y en particular a la Matemáti-

ca. Y es que en la obra de Bourbaki se echa de menos explorar más

y mejor el concepto de categorı́a y funtor. Mientras que el estudio

de una estructura como espacio topológico, restringido a conside-

rar relaciones de un espacio topológico con otros, aporta una gran

cantidad de propiedades, éstas quedan más de manifiesto cuan-

do podemos asociar a un espacio otras estructuras que permiten

clasificarlo.

Asociados a un espacio topológico tenemos grupos: grupos

de homotopı́a, grupos de homologı́a, etc., que permiten trasladar

el estudio de los espacios topológicos al estudio de estas otras es-

tructuras algebraicas. La forma en la que asociamos estas nuevas

estructuras es fundamental; tenemos que respetar las relaciones

existentes entre espacios topológicos: en particular los diagramas

conmutativos; sólo de esta forma podremos estar seguros de que

las nuevas estructuras nos darán información suficiente para cla-

sificar espacios. La abstracción entra de nuevo en escena; ası́ los

espacios topológicos, junto con las aplicaciones continuas forman

un nuevo concepto matemático digno de estudio: el de categorı́a.

Un espacio topológico es un objeto de la categorı́a de espacios to-

pológicos, y sus propiedades particulares se ponen de manifiesto

al interactuar con otros espacios.

Al establecer un funtor de la categorı́a de espacios topológi-

cos a la categorı́a de grupos o a la categorı́a de grupos abelianos,

algunas de sus propiedades podrán ser estudiadas en esta nueva

categorı́a, y si el funtor es suficientemente rico, las propiedades
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estudiadas podrán ser reflejadas de nuevo a la categorı́a de espa-

cios topológicos.

A mediados del siglo XX dos matemáticos norteamericanos:

Samuel Eilenberg (finalmente miembro de Bourbaki) y Saunders

MacLane2 introducen el concepto de categorı́a para estudiar es-

tructuras y relacionarlas con otras. En este nuevo esquema de pen-

samiento una categorı́a C es un par de clases de objetos: Ob(C)
yMof (C), verificando ciertos axiomas que tienen que ver funda-

mentalmente con los homomorfismos que se pueden establecer

entre los objetos de C. Ası́, para cada par de objetos A,B ∈ Ob(C)
existe un conjunto HomC(A,B) ∈ Mof (C); los homomorfismos se

pueden componer, y por tanto para tres objetos A,B,C ∈ Ob(C)
existe una operación HomC(B,C) × HomC(A,B) −→ HomC(A,C),

representada por (g, f ) 7→ g ◦ f , que verifica la propiedad asociati-

va. Por otro lado, dado cualquier objeto A ∈ Ob(C), existe un úni-

co homomorfismo idA ∈ HomC(A,A), verificando que para cada

f ∈ HomC(A,B) se dan las igualdades idB◦ f = f y f ◦ idA = f . Ejem-

plos de categorı́as abundan en todas las ramas de la Matemática:

espacios topológicos, grupos, grupos abelianos, conjuntos orde-

nados, álgebras, etc.

El segundo ingrediente de la teorı́a está relacionado con la

relación entre categorı́as. Dadas dos categorı́as C y D, un homo-

morfismo de categorı́as o un funtor es una aplicación entre obje-

tos F : Ob(C) −→ Ob(D) junto con las correspondientes aplicacio-

nes entre morfismos F : HomC(A,B) −→ HomD(F(A),F(B)) que

2Saunders MacLane (Taftville (EEUU), 1909 – San Francisco (EEUU), 2005). Intro-
duce la Teorı́a de Categorı́as.
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respetan la composición y las identidades.

Con la aparición de la teorı́a de categorı́as cambia el con-

cepto de estructura tal y como habı́a sido concebido por Bour-

baki: ahora no es necesario un conjunto subyacente sobre el que

se va a considerar una estructura adicional: de grupo, espacio to-

pológico, etc. Por ejemplo, un monoide M puede ser considerado

como una categorı́a con un único objeto M , cuyos morfismos son

los elementos del monoide. Otro ejemplo de categorı́a será la de-

finida por un conjunto parcialmente ordenado X ; en este caso los

objetos son los elementos de X , y dados x, y ∈ X , tenemos que

HomX(x, y) tiene un único elemento si x ≤ y o es vacı́o si x 6≤ y; la

composición se define en la forma obvia.

Veamos qué podemos decir de un ejemplo de estructura co-

mo el de las variedades algebraicas: conjuntos de ceros de poli-

nomios. Una variedad algebraica es un objeto geométrico. Dadas

dos variedades V y W , una aplicación V −→ W está definida por

un conjunto de polinomios x 7→ (F1(x), . . . ,Fm(x)), si W está con-

tenido en un espacio de dimensión m. Si el cuerpo base permi-

te resolver cualquier ecuación no trivial, por ejemplo si es igual a

C; cada punto del espacio está determinado por los valores que

toman en él las funciones polinómicas. Dos funciones son igua-

les sobre el punto si toman el mismo valor. Si en vez de consi-

derar un punto consideramos una parte C del espacio, podemos

seguir el mismo proceso e identificar dos funciones cuando coin-

ciden en C. De esta forma se define un conjunto de polinomios

I(C) = {F ∈ C[X1, . . . ,Xn] | F(c) = 0 para todo c ∈ C}, que es

un ideal del anillo de polinomios, y permite definir el anillo de
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coordenadas C[C] = C[X1, . . . ,Xn]/I(C), que representa todas las

diferentes funciones que actúan sobre C, identificando aquellas

que coinciden sobre C. En este esquema, los conjuntos del espa-

cio que son susceptibles de estudio son los V que son conjuntos

de ceros de conjuntos de polinomios: V = {x ∈ An(C) | F(x) =

0 para todo F ∈ I}.

Si queremos estudiar una variedad algebraica V , en cierto

modo es suficiente estudiar el anillo de coordenadas K [V ] asocia-

do, y si queremos estudiar aplicaciones polinómicas V −→ W ,

bastará estudiar los homomorfismos K [W ] −→ K [V ] que son apli-

caciones polinómicas. Un estudio más profundo de variedades al-

gebraicas llevará a definir nuevos elementos y nuevos tipos de ho-

momorfismos y sus avatares en el campo algebraico. ¿Cuál es la

ventaja de este estudio? En general en el campo geométrico no dis-

ponemos de herramientas para realizar un cálculo efectivo; herra-

mientas de las que disponemos en el campo algebraico: técnicas

que no necesariamente son lineales. La asociación V 7→ K [V ] es

tan buena que permite deducir propiedades geométricas de varie-

dades algebraicas V sin más que estudiar las álgebras K [V ].

El concepto de categorı́a ha impregnado de tal forma la Ma-

temática actual que es imposible entender la misma si no vamos

de su mano. Imaginemos la teorı́a de los espacios vectoriales so-

bre el cuerpo R, y supongamos que nos dicen que pensemos en

un espacio vectorial de dimensión n. Inevitablemente nos viene a

la cabeza Rn, esto es, de entre los infinitos espacios vectoriales de

dimensión n, casi exclusivamente pensamos en uno en concreto.

Esto no es un problema, puesto que en casi toda situación en la
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que existe un espacio vectorial V de dimensión n, podemos susti-

tuir éste por Rn. La razón es simple. Tenemos dos categorı́as, la de

espacios vectoriales V de dimensión finita sobre R y aplicaciones

lineales, a la que llamaremos V , y la que tiene por objetos los Rn,

en donde n varı́a en N, y las aplicaciones lineales, a la que llama-

remosW . Existe un funtor F : W −→ V , que lleva Rn a sı́ mismo, y

otro funtor G : V −→ W que lleva cada espacio vectorial de dimen-

sión n a Rn. La composición G ◦ F es la identidad, mientras que la

composición F ◦G no lo es; sin embargo, para cada espacio vecto-

rial V tenemos un isomorfismo νV : V ∼= (F ◦ G)(V ) = Rn. Las dos

categorı́as V yW son “casi” isomorfas; diremos que son categorı́as

equivalentes, y que νV es una transformación natural (isomorfis-

mo natural) de idV a F ◦ G

Podemos aún estudiar otros ejemplos, y me interesa desta-

car sobremanera una familia de ellos. A lo largo de este discurso ha

aparecido la noción de grupo; el estudio de los grupos es sencillo

si éstos son abelianos; no ocurre ası́ si los grupos son no abelianos,

aunque sean finitos. Como no podemos transformar los grupos en

grupos abelianos sin perder gran parte de la información que con-

tienen, las técnicas para su estudio son muy complejas. Vamos a

trasladar los problemas de grupos al álgebra Lineal, donde podre-

mos aplicar técnicas de cálculo efectivo. Para esto, dado un cuerpo

K consideramos el espacio vectorial con base G, esto es, el conjun-

to de todas las expresiones
∑

g∈G kgg, con kg ∈ K casi todos nulos

al que llamamos K [G]. Damos a K [G] estructura de K –álgebra me-

diante (kgg)(khh) = (kgkh)gh, y por distributividad la extendemos

a todos los elementos de K [G]. Esta asociación es un funtor, K [−],
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de la categorı́a de grupos a la categorı́a de K –álgebras. Podemos

aún definir un funtor U de la categorı́a de K –álgebras a la categorı́a

de grupos asociando a cada K –álgebra A el grupo de los elementos

invertibles. También en este caso tenemos una adjunción

Gr

K −Alg

K [−]
��

U

OO

y transformaciones naturales ε : idGr → U ◦ K [−], y δ : K [−]◦U −→
K −Alg, pero ahora no son isomorfismos de categorı́as, por lo que

el estudio de las K –álgebras nos dará solo alguna información so-

bre los grupos. Cada homomorfismo f de G a un grupo GL(n,K )

produce representaciones de cada elemento de G como un auto-

morfismo de un espacio vectorial de dimensión n. La anterior ad-

junción nos asegura la existencia de un único homomorfismo de

K –álgebra f ′ : K [G]→ M(n,K ) tal que

G
εG //

f ''OOOOOOOOOOOOOO K [G]

f ′
���
�
�

M(n,K )

Por lo que el estudio de G se puede hacer por métodos lineales.

Como se puede observar, el uso de las categorı́as permite

trasladar el estudio de un problema en un contexto dado a otros

contextos en los que posiblemente la resolución se puede abordar

de una forma más eficiente. Obsérvese que este es un método em-

pleado tradicionalmente en la Matemática, baste recordar el tra-

bajo de Abel y Galois sobre el estudio de la resolución de ecuacio-

nes polinómicas. Es importante que el método que permite tras-

ladar un problema de un contexto a otro se pueda controlar, esto
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es, que se mantengan todos los diagramas conmutativos de la ca-

tegorı́a origen; el acierto de la teorı́a de categorı́as es precisamente

la formalización de este método.





7 Ejemplos

Una de las ramas de la Matemática que sin duda ha acu-

mulado mayor desarrollo en el últimos años es la Geometrı́a Al-

gebraica. Según Dieudonné1, en parte el gran desarrollo de la Ma-

temática griega se debe a que ésta estaba basada en deducciones

geométricas, las cuales eran utilizadas como herramientas para la

resolución de problemas, tanto geométricos como aritméticos. A

modo de ejemplo veamos un problema clásico como es el de la

duplicación del cubo; esto es, resolver la ecuación: X 3 = 2a3. A

falta de una teorı́a manipulativa se apoyaron en la resolución de la

ecuación X 2 = ab, la cual en términos geométricos no es más que

determinar el lado de un cuadrado de área conocida ab, el cálcu-

lo del lado x lo redujeron a determinar una proporción: a
x = x

b .

A continuación, usando una doble proporción, resuelven la ecua-

ción X 3 = a2b mediante: a
x = x

y = y
b ; resolución ésta atribuida a

Hipócrates de Chio hacia 420 a. C. Para resolver esta doble pro-

porción se hace uso de la Geometrı́a; se considera una proporción

como un lugar geométrico, y para resolver dos proporciones tene-

mos que realizar la intersección de dos lugares geométricos; este

desarrollo es atribuido a Menechmus hacia 350 a. C. En este caso

1J. Dieudonné (Lille (Francia), 1906 – Paris (Francia), 1992). Miembro del grupo Ni-
colas Bourbaki.

57



58 Pascual Jara Mart́ınez

particular los lugares geométricos que nos aparecen son:

aY = X 2 y XY = ab

Cada solución (x, y) de este sistema da lugar a una solución x del

problema original. Este es sólo un ejemplo de las muchas cons-

trucciones que se desarrollaron para la resolución de ecuaciones y

otros problemas aritméticos y geométricos.

Lo que nos interesa a nosotros poner de manifiesto ahora

es el desarrollo y la evolución que ha tenido esta teorı́a; ya he-

mos hablado sobre la misma, y de cómo se relacionan conjuntos

de puntos de un espacio de dimensión n con conjuntos de poli-

nomios del anillo K [X1, . . . ,Xn], y también, cuando el cuerpo ba-

se es algebraicamente cerrado, de cómo se tiene una buena co-

rrespondencia entre conjuntos algebraicos e ideales radicales, que

asocia a cada conjunto algebraico V el conjunto de polinomios

I(V ) = {F ∈ K [X1, . . . ,Xn] | F(x) = 0 para cada x ∈ V}, y a cada

ideal a ⊆ K [X1, . . . ,Xn] el conjunto V(a) = {x ∈ An(K ) | F(x) =

0 para cada F ∈ K [X1, . . . ,Xn]}. Debido al hecho de que los puntos

corresponden a ideales maximales, el estudio tradicional ha con-

sistido en identificar el conjunto V con el conjunto de los ideales

maximales del anillo cociente K [V ] = K [X1, . . . ,Xn]/I(V ).

El problema, pues, consiste en estudiar los puntos de V , o

equivalentemente los ideales maximales de K [V ]. Fueron R. Dede-

kind2 y H. Weber3, quienes a estos puntos, (en realidad a puntos
2Richard Dedekind (Braunschweig (Alemania), 1831 – 1916). Introduce en su obra

“Vorlesungen über Zahlentheorie”, 1879, la noción de ideal, y en 1882, junto con H.
Webber asocia a cada punto de una superficie de Riemann un dominio de valoración
discreta y como aplicación da una demostración del Teorema de Riemann–Roch.

3Heinrich Weber (Heidelberg (Alemania), 1842 – Strasbourg (Alemania), 1913).



El sueño de Pitágoras 59

de una superficie de Riemann), asocian anillos de forma que si el

punto es regular, el anillo asociado resulta ser un dominio de valo-

ración discreta. El problema es ver qué ocurre al tratar un conjunto

algebraico genérico, esto es, qué pasa con los puntos singulares.

Pronto se pone de manifiesto que únicamente el estudio de los

ideales maximales (los puntos) no es suficiente para determinar

la estructura del conjunto algebraico, pues las posibles relaciones

entre los puntos no se ponen de manifiesto.

Hay que esperar aún casi cincuenta años para que se desa-

rrollen: la teorı́a abstracta de invariantes; anillos de polinomios

y descomposición de ideales; puntos genéricos y multiplicidades

de intersección, etc., y para que de nuevo se ponga de manifies-

to la importancia que tienen los espacios proyectivos como espa-

cios ambiente para esta geometrı́a. En este escenario O. Zariski4

en 1942, siguiendo las ideas de Dedekind y Webber define en el

conjunto de todos los ideales primos, no sólo de los ideales maxi-

males, una topologı́a, que por cierto no es Hausdorff, y que le per-

mite asociar a cada punto un anillo tal y como habı́an hecho De-

dekind y Webber. Lo importante es cómo pasar de considerar sólo

los puntos a pasar a considerar todos los ideales primos; identifi-

cando éstos a su vez con conjuntos algebraicos irreducibles. Tene-

mos un nuevo nivel de abstracción; ya que ahora identificaremos

un conjunto algebraico V , dotado con la topologı́a cuyos cerrados

son los subconjuntos algebraicos, con el espacio topológico defi-

nido sobre el espectro primo de K [V ] con la topologı́a de Zariski. A

cada abierto del espectro primo le asociamos un anillo; asociación

4Oscar Zariski (Kobrin (Rusia), 1899 – Brookline (EEUU), 1986).
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que es compatible con la topologı́a, y de forma que en cada punto

p (no necesariamente un ideal maximal) la fibra es el localizado de

K [V ] en el ideal p.

La extensión natural es considerar un anillo conmutativo A

y hacer de nuevo todo el proceso: definir el espectro, la topologı́a,

el haz estructura y determinar las fibras; nace ası́ el concepto de

variedad abstracta y el de haz sobre una variedad abstracta, intro-

ducido por A. Weil5 en 1950 y J. P. Serre6 en 1955, ambos miem-

bros del grupo Bourbaki; obteniéndose los espacios anillados. Ya

en este contexto abstracto O. Zariski prueba que en estas nuevas

variedades abstractas las fibras (los anillos locales) tienen propie-

dades análogas a las de los gérmenes de función de las variedades

complejas; permitiendo ası́ el desarrollo de la teorı́a sobre cuerpos

y anillos arbitrarios; lo que ha posibilitado su aplicación a nuevos

problemas en todos los campos de la Matemática.

Con este desarrollo, y teniendo en cuenta que la asociación

V 7→ K [V ] define una equivalencia entre la categorı́a de los con-

juntos algebraicos (afines), y la categorı́a opuesta de la categorı́a

de K –álgebras afines (finitamente generadas) reducidas, se abren

nuevas perspectivas que permiten definir objetos geométricos par-

tiendo de categorı́as dadas. Es A. Grothendieck7, el principal im-

pulsor de esta nueva forma de entender la Matemática.

Dentro de este contexto, uno de los problemas actuales es la
5André Weil (Paris (Francia), 1906 – Princeton (EEUU), 1998). Fundador del grupo

Nicolas Bourbaki.
6Jean Pierre Serre (Bages (Francia), 1926). Miembro de la segunda generación del

grupo Nicolas Bourbaki.
7Alexander Grothendieck (Berlin (Alemania), 1928). Miembro de la tercera genera-

ción del grupo Nicolas Bourbaki.
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definición de nuevos espacios que reflejen la no conmutatividad

de algunas teorı́as. Una forma de introducirnos en este mundo no

conmutativo es el considerar modelos simples mediante la iden-

tificación V 7→ K [V ]. De entre estos modelos, uno sencillo se ob-

tiene al considerar el espacio asociado a un anillo no conmutativo

de polinomios del tipo Kq[X ,Y ], en donde q ∈ K \ {0} es una cons-

tante, y en el que la multiplicación está definida por YX = qXY ;

reflejando ası́ la no conmutatividad. ¿Representa Kq[X ,Y ] un es-

pacio geométrico? Con las ideas antes desarrolladas es claro que

sı́. En este nuevo esquema el desarrollo y estudio de estos ejem-

plos podrá arrojar luz sobre algunas aplicaciones teóricas de la

Matemática actualmente en estudio.

Quiero finalizar este apartado dedicado a mostrar algunos

ejemplos con una referencia a otra aproximación a la Geometrı́a

no conmutativa en la que el profesor J. L. Bueso, mi padrino en es-

te acto de entrada a la Academia, ha tenido también una participa-

ción destacada. Se trata de la teorı́a de haz estructura sobre anillos

no necesariamente conmutativos, la cual permite la construcción

de nuevos modelos no conmutativos de espacios geométricos.

Esta teorı́a es una aproximación a espacios en los que los

puntos no son uniformes; el concepto de punto es esencial en cual-

quier desarrollo de modelos geométricos. En efecto, en las aproxi-

maciones a los espacios geométricos abstractos que se han reali-

zado, los objetos geométricos irreducibles, en particular los pun-

tos, se identifican con ideales primos que son a su vez puntos del

espectro del anillo. En el caso conmutativo podemos considerar la

fibra en cada ideal primo como una localización. Al trasladar esta



62 Pascual Jara Mart́ınez

teorı́a al caso no conmutativo nos encontramos con el hecho sin-

gular de que existen anillos no conmutativos en los que algunos

puntos (ideales primos) no se pueden distinguir mediante técni-

cas de localización; intuitivamente esto significa que alĺı donde

vaya uno, siempre le debe de acompañar el otro. Esto es debido

a que al hacer fracciones con respecto a uno de los ideales primos,

p, necesariamente tenemos que hacer fracciones con respecto al

otro, q. Diremos que en este caso existe un enlace entre p y q. De

esta forma los puntos del espectro tienen relaciones nuevas que

no aparecen en el caso conmutativo. Tenemos un grafo con vérti-

ces los puntos del espectro y lados los enlaces que antes hemos

mencionado.

Esta situación nos permite plantear un nuevo modelo geo-

métrico cuyos puntos son los conjuntos de ideales primos entre

los que existen enlaces; obteniéndose para cada ideal primo p su

camarilla (“clique” en inglés), y en consecuencia una partición del

espectro en camarillas. Es de interés señalar que esta idea del es-

pacio constituido por puntos que son a su vez cliques tiene un fun-

damento teórico fuerte, que permite la construcción de espacios

anillados y haz estructura sobre los mismos; ver (6). Por otro lado

esta idea es también compatible con nuevas interpretaciones del

concepto de punto llevadas a cabo recientemente; ver (7).
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ca fuerza que mueve el mundo.

Y finalizar con unas palabras atribuidas a Carl Sagan para

mostrar la universalidad de la Matemática. Pensad por un mo-
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todo. Si nos ponemos a pensar, prácticamente el único sı́mbolo
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. . . , demuestran que disponemos de una inteligencia superior. En

el fondo como creı́a Pitágoras: ¡La Naturaleza está construida so-

bre los números!
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[9] CORBALÁN, F., Galois. Revolución y matemáticas. Nivola,
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Discurso de contestación

José Luis Bueso Montero
Académico Numerario de la Sección de Matemáticas

Excmo Sr. Presidente,
Excmos e Ilmos Sres. Académicos,
Sras. y Sres.

Es un honor para nuestra Academia de Ciencias Matemáticas, Físico-
Químicas y Naturales de Granada recibir hoy como nuevo académico
al Profesor D. Pascual Jara Martínez.

Honor añadido al placer es para mí llevar a cabo aquí ahora la
contestación a su Discurso de Ingreso en esta Academia.

Pascual nació en Alcantarilla (Murcia) a muy temparana edad.
Conocí yo a Pascual junto a Josefa (su mujer), creo, como alumnos

míos en una asignatura de quinto curso de la Licenciatura de Mate-
máticas durante el curso 1978-1979, carrera que cursó por culpa de las
Olimpiadas Matemáticas, finalizando los estudios con la tesina de li-
cenciatura “(G,n)-extensiones especiales en la cohomología de grupos”
dirigida por el Prof. Rodríguez-Grandjean.

Después de dirigirle su tesis doctoral “Teorías de torsión: zócalo y
radical” defendida en 1983, comenzamos una intensa época de colabo-
ración y amistad.

Contando como hacen los cuervos, el número de trabajos publicados
por el Prof. Jara, es uno, dos, tres y muchos, en revistas de reconocido
prestigio internacional y director de nueve tesis doctorales.
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Su investigación se puede clasificar en tres grupos:

Anillos conmutativos. Una buena parte de sus esfuerzos han es-
tado dirigidos a levantar la condición de noetherianidad, tanto
a anillos como a esquemas, con el ojo puesto al estudio local de
ambos conceptos.

Anillos no conmutativos. Existen numerosos y fracasados inten-
tos de desarrollar una geometría algebraica no conmutativa. En
la mayoría de los casos el fracaso viene por una construcción del
haz estructura carente de propiedades funtoriales. El Dr. Jara
realiza con éxito, en una serie de trabajos, dicha construcción,
ahora con propiedades funtoriales, para una familia suficiente-
mente importante de anillos no conmutativos.

A destacar, que también contribuye al desarrollo del cálculo efec-
tivo en anillos de polinomios no conmutativos.

Coálgebras. Álgebras de Hopf. Teoremas de estructura. Es su
último campo de interés. Notables son sus aportaciones a las
coálgeabras lisas y de caminos.

Es coautor de tres libros publicados en las editoriales Springer y
Marcel Dekker. Entre otros méritos destacan

Investigador principal en cinco proyectos del plan nacional

Investigador principal del grupo de investigación “anillos y mó-
dulos”

Investigador en otros proyectos y grupos de investigación

Coordinador de la red nacional de Álgebra no conmutativa

Organizador de varios congresos nacionales e internacionales en
Álgebra y Teoría de Anillos
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Miembro de la Organización del Congreso Alhambra-2000 dentro
del Año Mundial de la Matemática

Asímismo

Director del Departamento de Álgebra de 2004 a 2012.

Coordinador Sócrates, Erasmus y Séneca en la especialidad Ma-
temáticas desde 1995

Coordinador del Doctorado en Matemáticas (2000-2009) con las
universidades de Almería, Cádiz, Granada, Jaén, y Málaga.

Coordinador del Máster en Matemáticas (2007-2009) con las mis-
mas universidadades.

Miembro del Consejo Asesor de Doctorado (2009–)

Miembro del Consejo de Dirección de GENIL (Granada Exce-
llence Network of Innovation Laboratories) (2010–).

Miembro del Consejo Editorial de la Editorial Universidad de
Granada (2013–)

Pertenece Pascual a esa estirpe de profesores universitarios preocupa-
dos por la investigación pero sin descuidar las labores docentes.

Como decía D’Alembert “El Álgebra es generosa; con frecuencia da
más de lo que se le pide ”. Así el Prof. Jara, en sus pocos ratos libres y
sacrificando sus fines de semana, es Coordinador Local de la Comisión
de la Olimpiada Matemática Española y Coordinador para Andalucía
Oriental del Proyecto ESTALMAT (Proyecto para la detección y el
estímulo del talento precoz en Matemáticas).

Es habitual, los sábados, tropezarse en la Facultad al Prof. Jara
rodeado de aspirantes a futuros matemáticos.

Comienza la exposición del Prof. Jara, recordando lo que significa
la palabra “Ciencia”. En este momento, donde surgen nuevas titulacio-
nes que comienzan por “Ciencias de . . . ”, me vienen a la memoria las
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palabras de “Leonardo da Vinci” quien aseguraba “Ninguna investiga-
ción humana se puede calificar como realmente científica si no puede
ser demostrada matemáticamente”.

En su discurso, Pascual Jara nos describe con amenidad y pleno de
anécdotas el cambio significativo que supusieron “Los Elementos de Eu-
clides”, donde por primera vez aparecen demostraciones por reducción
al absurdo, algoritmos y un sistema axiomático para la Geometría.

En el siguiente episodio nos narra como dos matemáticos de vidas
muy cortas, Abel (murió a los 27 años) y Galois (murió con 21 años),
revolucionan las matemáticas, haciendo intervenir, en el estudio de las
raíces de una ecuación, una nueva estructura, el grupo.

Más adelante nos relata el proceso de formalización de las mate-
máticas. La falta de fundamentación de las nuevas teorías que van
surgiendo, dan como resultado la aparición de paradojas algunas tan
divertidas como la del barbero o la del bibliotecario. Ya que esta plaga
de paradojas atacaba a la base de las matemáticas, Hilbert encabeza
el proceso de formalización con objeto de aniquilar dicha plaga.

Finalmente, el Prof. Jara nos presenta a Nicolás Bourbaki. En con-
tra de lo que algunos puedan pensar, no se trata de un matemático
real, sino que es el seudónimo elegido por un grupo de matemáticos, la
mayoría franceses, que inician la inmensa tarea de formalizar toda la
matemática. Su influencia ha sido tal que los ha llevado a su práctica
desaparición, puesto que casi la totalidad de los libros de matemáticas
que se publican en la actualidad están imbuidos en sus ideas, haciendo
innecesario que sean ellos quienes los escriban.

Como anécdota final, el patrón de Matemáticas de la Universidad
de Valladolid es San Bourbaki y se celebra el último viernes del mes
de noviembre de cada año.

La Academia de Ciencias Matemáticas, Físico-Químicas y Natura-
les de Granada, se enorgullece de incorporar a su nómina un matemá-
tico tan prestigioso como el Dr. D. Pascual Jara; sólo me resta darle la
bienvenida, hacerle un lugar especial entre nosotros, pedirle que siga
en su línea investigadora y docente, con nuestro deseo que sus éxitos
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continúen al menos al ritmo que hasta ahora han tenido.
Gracias a todos por su atención
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